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前書き

本講義ノートは，東京大学大学院経済学研究科「測度論的確率論」(通年 4単位)のため
に用意されたものである．だいたい Durrett (2010)の Chapters 1-3, 5, 6, 8 (測度論，大
数の法則，中心極限定理，マルチンゲール，マルコフ・チェイン，Brown運動)をカバー
しているが，詳細はかなり異なる．Durrett (2010)がカバーしていないトピックもいくつ
か加えた (例えば，距離空間上の確率測度の弱収束理論)．測度論の知識は仮定しないが，
統計学コース向けの講義なので，中級レベルの数理統計学 (例えば，竹村 (1991)レベル)

には慣れていることを仮定している．従って，具体的な分布とその計算はある程度知って
いるものと仮定して，講義ノートではあまり紹介していない．

Durrett (2010)とともに，“first year graduate probability”の標準的な教科書として，
Resnick (1998), Williams (1991), Billinsgley (1995), Chung (2001), Breiman (1968)を
挙げておく．その他に，オンラインの講義ノートではあるが，Dembo (2015)も参考にな
る．この中では，Resnick (1998)が一番平易だと思う．数学的な背景知識が少なくても読
めるように配慮されているが，それでも確率論のスタンダードな内容はちゃんとカバーし
ている良書である．Williams (1991)はマルチンゲールに重点を置いた確率論の入門書で
ある．測度論の基本的な定理 (π-λ定理，Carathéodoryの拡張定理，無限直積確率空間の
構成)に関してもちゃんと証明を載せている．また，ところどころ深いことも書いてある
良書である．何か副読本を，というのであれば，Resnick (1998)かWilliams (1991)を勧
める．その他に日本語の教科書だと舟木 (2004)がわかりやすい．
もっと高級な確率論の教科書として，Dudley (2002)と Stroock (2011)を挙げておく．

Dudley (2002)は確率論の教科書としてカバーしている範囲はそれほど広くないが，抽象
度が高い．前半は位相空間論，測度論，関数解析をカバーしており，各定理に関してかな
り一般的な仮定の下で簡潔な証明が与えられているので，手元にあると何かと便利である．
また，各Chapterの最後に，そのChapterで扱ったトピックの歴史的な経緯を解説してい
て，その部分だけでも読んでみる価値はある．Stroock (2011)はハイレベルな教科書であ
る．読みやすくはないが，他の教科書にはない専門的なこと (例えば，抽象Wiener空間)

も色々書いてあるので面白いといえば面白い 3．その他，各トピックに関する参考文献を
講義ノートのあちこちで紹介している．適宜参照されたい．
本講義ノートは最初に測度論の一般論を解説し，そのあと確率論に入る．重点は確率論

の方なので，測度論の一般論には深く立ち入らない．測度論の標準的な教科書として (ご
く一部ではあるが) 吉田 (2006), Folland (1999), Dudley (2002), Cohn (2013)を挙げてお
く．また，基本的な関数解析も勉強しておくと，確率論の理解が深まると思う．関数解析
に関しては，前掲の測度論の教科書もある程度カバーしているが，その他に，黒田 (1980),

藤田・伊藤・黒田 (1991), Reed and Simon (1980)などが参考になる．

3余談だが，Stroockの本は Prefaceが面白い．Stroock (2011)の p.xixには，“except for those who find
their way into poorly stocked library of some prison camp, few copies of this book will be read from
cover to cover”と書かれている．
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記号と慣例

• R = (−∞,∞), R = [−∞,+∞], R+ = [0,∞), C = {x +
√
−1y : x, y ∈ R}, N =

{1, 2, . . . }, Z = {0,±1,±2, . . . }, Z+ = {0, 1, 2, . . . }, Q = {m/n : m,n ∈ Z, n ̸= 0}.

• z ∈ Cに対して，zを zの複素共役とする．すなわち，z = x+
√
−1y (x, y ∈ R)な

ら，z = x−
√
−1yである．また，|z|2 = zz = x2 + y2とする．さらに，Re z, Im z

をそれぞれ zの実部と虚部とする．

• 集合 Sに対して，2S は Sの部分集合全体を表す．

• a, b ∈ Rに対して，a ∧ b = min{a, b}, a ∨ b = max{a, b}と書く．

• 関数 f : T → Rに対して，∥f∥u = supt∈T |f(t)|と書く．

• 特に断らない限り，添え字の n,m, k, ℓ etc.は整数の範囲を動き，添え字の s, t etc.

は実数の範囲を動くものとする．

• N(µ, σ2)は平均 µ, 分散 σ2をもつ正規分布，Po(λ)はパラメータ λをもつ Poisson

分布，U(a, b)は (a, b)上の一様分布を表す．

• 位相空間の部分集合Aに対して，A◦, A, ∂AをそれぞれAの内部，閉包，境界とする．

• 写像 f : X → Y と集合A ⊂ Y に対して，{f ∈ A} = f−1(A) = {x ∈ X : f(x) ∈ A}
と書く．Y = Rのときは，{f ≤ y} = {x ∈ X : f(x) ≤ y}とも書く．

• A := Bと書いたら，AをBで定義する，という意味である．

• R上の計算ルールとして，

x±∞ = ∞± x = ±∞ (x ∈ R),

x · (±∞) = (±∞) · x = ±∞ (x > 0), x · (±∞) = (±∞) · x = ∓∞ (x < 0),

∞ + ∞ = ∞, −∞−∞ = −∞, (±∞) · 0 = 0 · (±∞) = 0

と約束しておく．ただし，∞−∞は定義されないとする．

ランダムなコメント

• Durrett 1.2.3などとあるのは，Durrett (2010)の Exerciseの番号を指している．

• あくまで講義ノートなので，しばしばインフォーマルな記述をしている．例えば，論
理記号 (∀, ∃など)や略語 (s.t., r.v.など)はフォーマルな論文や本では使うべきでは
ないとされるが，本講義ノートではしばしば使っている．
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• 2015年からの変更は以下の通りである．1. いくつか証明を省略していた部分を補っ
た．これにより，講義ノートはある程度自己充足的になったが，それでも Durrett

やFollandなどのちゃんとした確率論・測度論の教科書をもっておくべきである．講
義ノートはあくまでも講義の内容 (+α)程度しかカバーしていないので，深みに欠
けるためである．2. いくつかのトピックを新しく加えた．3. 演習問題を加えた．
演習問題はDurrettと重ならないものを中心に集めたが，重なっているものもある．
Durrettと講義ノートから宿題を出す予定である．
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Part I. 測度論

確率論の数学的に厳密な基礎付けはKolmogorov (1933)による．Kolmogorovは確率論を
測度論に枠組みの中で展開し，以降，Kolmogorov流の確率論が標準的なものとして受け入
れられている．J.L. Doobはその著書 (Doob, 1953)の中で，“Probability theory is simply

a branch of measure theory, with its own special emphasis and field of application”と言
い切っている．このステートメントには異論もあるかもしれないが，そう考えた方が確率
論の理解が単純であるのも確かである．
いずれにせよ，確率論を勉強するためには，測度論の勉強が必要になる．本パートは測

度論の基本的な結果をカバーする．次のパート以降で必要となる測度論の結果をカバーす
るだけなので，その扱いは簡潔に留める．

1 測度空間

測度論では，素朴な意味での面積や体積の概念を抽象的な空間X の部分集合に対して
拡張することを考える．その拡張を測度と呼ぶ．のちのち明らかになっていくように，与
えられた性質と両立する測度をX のすべての部分集合に対して定義できるかどうかとい
う問題は一般にかなり難しい．そこで，制限された部分集合族，すなわち，σ-field上に測
度を定義する．
Xを空でない集合とし，A ⊂ 2X とする．Aが fieldであるとは，次の 3条件がみたされ

ることを言う：

(i) X ∈ A.

(ii) A,B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A.

(iii) A ∈ A ⇒ Ac := X \A ∈ A.

Aが fieldなら，任意のA,B ∈ Aに対して，

A ∩B = (Ac ∪Bc)c ∈ A, A \B = A ∩Bc ∈ A

となる．また，∅ = X \X より，
∅ ∈ A

である．さらに，Ai ∈ A (i = 1, . . . , n)なら，帰納的に，

n∪
i=1

Ai ∈ A,
n∩
i=1

Ai ∈ A

である．
Aが σ-fieldであるとは，次の 2条件がみたされることを言う：
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(i) Aが fieldである．

(ii) An ∈ A (n = 1, 2, . . . ) ⇒
∪∞
n=1An ∈ A.

このとき，可算個のAn ∈ A (n = 1, 2, . . . )に対して，

∞∩
n=1

An =

( ∞∪
n=1

Acn

)c
∈ A

である．Aが σ-fieldのとき，(X,A)を可測空間 (measurable space)と呼ぶ．また，Aに
属する集合を可測集合 (measurable set) (またはA可測集合)と呼ぶ．

Example 1.1. {∅, X}, {∅, A,Ac, X}, 2X はすべて σ-fieldである．

Example 1.2 (fieldだが σ-fieldでない例). X = (0, 1]とし，A = {∅}
∪
{
∪n
i=1(ai, bi] :

0 ≤ a1 < b1 ≤ a2 < · · · ≤ an < bn ≤ 1, n ∈ N}とおくと，Aは fieldだが，σ-fieldでない．
Aが fieldであることを確認するのは容易である．一方，Aが σ-fieldでないことは，(

0,
1

2

]∪(
1

2
+

1

22
,
1

2
+

1

22
+

1

23

]∪
· · · =

∞∪
n=0

(
1 − 1

22n
, 1 − 1

22n+1

]
がAに属していないことからわかる．

Lemma 1.1. (i) Iを任意の添え字集合とする (Iは非可算でもよい)．Ai, i ∈ Iが σ-fields

なら，
∩
i∈I Ai も σ-fieldである．(ii) 任意の集合族 C ⊂ 2X に対して，C を含む最小の

σ-field σ(C)が存在する．さらに，そのような σ-fieldは一意である．

σ(C)を Cによって生成される σ-fieldと呼ぶ．

Proof. (i)は明らか．(ii). σ(C) =
∩
{A : Aは Cを含む σ-field}とすればよい.

σ-fields Ai, i ∈ Iに対して，
∪
i∈I Aiは必ずしも σ-fieldとはならない．そこで，

∨
i∈I Ai

をAi, i ∈ I を含む最小の σ-fieldと定義する：∨
i∈I

Ai := σ

(∪
i∈I

Ai

)

Aを σ-fieldとする．写像 µ : A → [0,∞]が測度 (measure)であるとは，次の 2条件が
みたされることを言う：

(i) µ(∅) = 0.

(ii) An ∈ A (n = 1, 2, . . . )が排反 (すなわち，An ∩Am = ∅, n ̸= m)なら，

µ

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

(µ(An) ≥ 0より，
∑∞

n=1 µ(An)は+∞を許せば必ず存在する．)
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測度は+∞に値をとってもよい．(ii)がみたされていて，少なくとも 1つのA ∈ Aに対
して µ(A) <∞なら，µ(∅) = 0である ((ii)において，A1 = A,An = ∅, n ≥ 2とすれば，
µ(A) ≥ µ(A)+µ(∅)であるから，µ(∅) = 0)．よって，(i)の条件はµ ≡ +∞なる場合を排
除しているだけである．特に，µが有限値なら，測度の定義において (i)の条件は不要である．
(ii)の性質を測度の可算加法性 (countable additivity)と呼ぶ．(ii)において，An = ∅, n ≥
m+ 1とすれば，A1, . . . , Am ∈ Aが排反なら，µ(A1 ∪ · · · ∪Am) = µ(A1) + · · · + µ(Am)

となる. また，A,B ∈ A, A ⊂ B, & µ(A) <∞なら，µ(A ∪ (B \A)) = µ(A) + µ(B \A)

より，µ(B \ A) = µ(B) − µ(A) となる．(X,A) が可測空間，µが A 上の測度のとき，
(X,A, µ)を測度空間 (measure space)と呼ぶ．µ(X) <∞のとき，µは有限であると言
い，An ∈ A, An ⊂ An+1 (∀n),

∪∞
n=1An = X, & µ(An) < ∞ (∀n)をみたす集合列 {An}

が存在するとき，µは σ-finiteであると言う．明らかに，有限測度は σ-finiteである．
B ∈ Aに対して,

AB := {A ∩B : A ∈ A} = {A : A ∈ A, A ⊂ B}

とおくと，AB は σ-fieldであって，(B,AB, µ|AB
)は測度空間である．(B,AB, µ|AB

)を
(X,A, µ)のBへの制限 (restriction)と呼ぶ．誤解の恐れのない場合は，(B,AB, µ|AB

)の
代わりに，(B,AB, µ)と書く．

Example 1.3. (1点分布と計数測度).

• x ∈ X,A ⊂ X に対して，

δx(A) := 1A(x) :=

1 if x ∈ A

0 if x /∈ A

と定義する．µ = δxは 2X 上の測度である．δxを xの 1点分布 (point mass)，また
はDirac測度 (Dirac measure)と呼ぶ．

• xn ∈ X, cn ≥ 0 (n = 1, 2, . . . , N ≤ ∞)に対して，µ =
∑N

n=1 cnδxn は 2X 上の測
度である. µが可算加法的であることは，初等解析の次の結果から直ちに従う (証明
は演習問題とする)．cn = 1 (∀n)のとき，µ =

∑N
n=1 δxn を {xn}Nn=1上の計数測度

(counting measure)と呼ぶ．

Lemma 1.2. an,m ≥ 0, n,m ∈ Nを二重添え字をもつ非負数列とすると，

∞∑
m=1

∞∑
n=1

an,m =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

an,m = sup

{
M∑
m=1

N∑
n=1

an,m : N,M ∈ N

}
.

測度の基本的な性質．集合列 An, n ∈ N に対して，An ↑ A は，An ⊂ An+1 (∀n ∈
N) &

∪∞
n=1An = Aを意味する．An ↓ Aは，An ⊃ An+1 (∀n ∈ N) &

∩∞
n=1An = Aを

意味する.
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Lemma 1.3. (X,A, µ)を測度空間とする．(i)A ⊂ Bなら，µ(A) ≤ µ(B). (ii) µ(
∪∞
n=1An) ≤∑∞

n=1 µ(An). (iii) An ↑ A なら，µ(An) ↑ µ(A). (iv) An ↓ A & µ(A1) < ∞ なら，
µ(An) ↓ µ(A).

　

Proof. (i). C = B \ A とおくと，A と C は排反であって，B = A ∪ C であるから，
µ(B) = µ(A) + µ(C) ≥ µ(A).

(ii). A =
∪∞
n=1An, B1 = A1, Bm = Am \

∪m−1
n=1 An,m ≥ 2とおくと，Bm,m ∈ Nは排

反であって，A =
∪∞
m=1Bm．よって，µ(A) =

∑∞
m=1 µ(Bm) ≤

∑∞
m=1 µ(Am).

(iii). B1 = A1, Bn = An \ An−1, n ≥ 2とおくと，Bn, n ∈ Nは排反であって，A =∪∞
n=1Bn, Am =

∪m
n=1Bn,m ∈ Nであるから，µ(A) =

∑∞
n=1 µ(Bn) = limm

∑m
n=1 µ(Bn) =

limm µ(Am).

(iv). An ↓ Aより，A1 \An ↑ A1 \Aであるから，(iii)より µ(A1 \An) ↑ µ(A1 \A). よっ
て，A ⊂ An ⊂ A1より，µ(An) = µ(A1) − µ(A1 \An) ↓ µ(A1) − µ(A1 \A) = µ(A).

Remark 1.1. (iv)において，µ(A1) < ∞という仮定は，∞ − ∞が証明中に起こらな
いことを保証している．この仮定は本質的である．例えば，X = N = {1, 2, . . . }とし，
µ =

∑∞
n=1 δn (N 上の計数測度) を考えると，An := N \ {1, . . . , n} ↓ ∅ =: A だが，

µ(An) = ∞ (∀n), µ(A) = 0となる．

1点分布や計数測度より複雑な測度の構成を考える．次の定理は基本的である．

Theorem 1.1 (Carathéodoryの拡張定理). (i) C ⊂ 2X を fieldとし，µ : C → [0,∞]は
次の性質 (a)と (b)をみたすとする：(a) µ(∅) = 0. (b) An ∈ C, n ∈ Nが排反であって，
かつ

∪∞
n=1An ∈ C なら，µ(

∪∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An)となる．このとき，µは σ(C)上の

測度に拡張できる．(ii) さらに，µが C上で σ-finiteであれば，すなわち，An ↑ X,An ∈
C, & µ(An) <∞ (∀n ∈ N)をみたす集合列 {An}が存在すれば，(i)の拡張は一意である．

Remark 1.2 (Carathéodoryの拡張定理の重要性). 一般に σ-fieldはかなり複雑であり，
後に登場するRのBorel σ-fieldを例にとれば，そこに属していないRの集合 (あるにはあ
る)を具体的に構成しようとすると結構大変である．従って，普通の関数とは異なり，各
可測集合に対して値を指定することで測度を定義するというのは，1点分布や計数測度の
ような単純な測度を除いて，一般には難しい．その代わり，比較的 “小さい”集合族上で
測度の候補を特徴づけて，拡張定理により測度を定義するということを行う．

(i)の証明はスケッチのみ与える．詳細はDurrett (2010, Appendix)を参照せよ．

Proof Sketch of Theorem 1.1 (i). 任意のE ⊂ Xに対して，µの外測度 (outer measure)を

µ∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

µ(An) : E ⊂
∞∪
n=1

An, An ∈ C (n = 1, 2, . . . )

}
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と定義する．µ∗ = µ on Cを示すのは難しくない．従って，あとは µ∗が σ(C)上の測度で
あることを示せばよい．
µ∗ が 2X 上で単調性 (E ⊂ F ⇒ µ∗(E) ≤ µ∗(F )) と可算劣加法性 (µ∗(

∪
nEn) ≤∑

n µ
∗(En)) をみたすことを示すのは難しくない．µ∗ が σ(C) 上で可算加法的であるこ

とを示すために，まず µ∗が任意のA ∈ σ(C)に対して，

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A), ∀E ⊂ X (∗)

をみたすことを示す．これはまずA ∈ Cに対して (∗)が成り立つことを示し，次に (∗)を
みたす Aの全体が σ-fieldであることを示せばよい．最後にこの性質と，すでに示した単
調性と可算劣加法性より，µ∗が σ(C)上で可算加法性をみたすことが示される．

(ii)の証明にπ-λ定理 (重要!)を用いる．まず定義をおさらいする．P ⊂ 2Xがπシステム
であるとは，A,B ∈ P なら，A ∩ B ∈ P となることを言う．言葉で述べると，πシステ
ムとは有限個の積に関して閉じている部分集合族のことである．L ⊂ 2X が λシステムで
あるとは，次の条件 (i)–(iii)をみたすことを言う：(i) X ∈ L, (ii) A,B ∈ L, A ⊂ Bなら，
B \A ∈ L, (iii) An ↑ A,An ∈ Lなら，A ∈ L．

Theorem 1.2 (π-λ定理). Pを πシステムとし，LをPを含むλシステムとする：L ⊃ P．
このとき，σ(P) ⊂ Lである．

Proof. λシステムは σ-fieldと同様に積に関して閉じている．すなわち，Li, i ∈ I が λシ
ステムなら，

∩
i∈I Liも λシステムである．そこで，ℓ(P)をPを含む最小の λシステムと

すれば，L ⊃ ℓ(P)である．ここで，ℓ(P)が σ-fieldであることを示す．これから定理の結
論が従う．
X ∈ ℓ(P)とA ∈ ℓ(P) ⇒ Ac ∈ ℓ(P)は λシステムの定義からよい．さらに ℓ(P)が πシ

ステムであれば，A,B ∈ ℓ(P) ⇒ A∪B = (Ac∩Bc)c ∈ ℓ(P)となるから，An ∈ ℓ(P) (n =

1, 2, . . . )に対して，ℓ(P) ∋
∪n
m=1Am ↑

∪∞
m=1Am ∈ ℓ(P)となる．よって，ℓ(P)が πシス

テムであることを示せばよい．A ∈ P を任意に固定し，D = {B ∈ ℓ(P) : A ∩ B ∈ ℓ(P)}
とおくと，Dは P を含む λシステムであるから，D = ℓ(P)を得る．A ∈ P は任意だった
から，A ∈ P, B ∈ ℓ(P) ⇒ A ∩ B ∈ ℓ(P) が示された．そこで，今度は B ∈ ℓ(P)を任意
に固定して，E = {A ∈ ℓ(P) : A ∩B ∈ ℓ(P)}とおくと，上の結果より E は P を含む λシ
ステムである．ゆえにA,B ∈ ℓ(P) ⇒ A ∩B ∈ ℓ(P)が示された．

Proof of Theorem 1.1 (ii). ν をもう 1つの拡張とする．A ∈ Cを µ(A) < ∞とし (µ = ν

on Cより，ν(A) <∞でもある)，

L = {B ∈ σ(C) : µ(A ∩B) = ν(A ∩B)}

とおいて，Lが Cを含むλシステムであることを確認する．まずµと νは C上で一致してい
るので，C ⊂ Lはよい．次に，Lがλシステムであることは，X ∈ Lは明らかであり，B,C ∈
L, B ⊂ Cなら，µ(A∩(C\B)) = µ(A∩C)−µ(A∩B) = ν(A∩C)−ν(A∩B) = ν(A∩(C\B))
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であるから，C \B ∈ Lとなる (ここで，µ(A) = ν(A) <∞より，∞−∞は起こらない).

あとは，Bn ↑ B,Bn ∈ Lなら，B ∈ Lとなることを確認すればよいが，これは測度の性質
から直ちに従う．以上より，Lは Cを含むλシステムであることが確認できた．一方，field

は πシステムであるから，π-λ定理より，L = σ(C)を得る．すなわち，任意のA ∈ C s.t.

µ(A) <∞とB ∈ σ(C)に対して，µ(A∩B) = ν(A∩B)となる．ここで，各B ∈ σ(C)に対し
て，An∩B ↑ Bであるから，µ(B) = limn→∞ µ(An∩B) = limn→∞ ν(An∩B) = ν(B)．

拡張定理の (ii)において，σ(C)上に拡張された測度µは，C上での値から一意に決まるわ
けであるが，さらに次の定理が成り立つ．A,B ⊂ Xに対して，A∆B := (A\B)∪ (B \A)

をAとBの対称差 (symmetric difference)と呼ぶ．

Theorem 1.3 (近似定理). C ⊂ 2X を fieldとし，µを (X,σ(C))上の測度であって，C上
で σ-finiteとする．このとき，任意のA ∈ σ(C)に対して，次をみたす集合列Bn ∈ C (n =

1, 2, . . . )が存在する：limn µ(A∆Bn) = 0．

Proof. 拡張定理とは独立に証明してみる．µは有限測度と仮定してよい (なぜか)：µ(X) <

∞. A = σ(C)とおく．このとき，d(A,B) = µ(A∆B), A,B ∈ Aとおくと，dは三角不等式
をみたす：d(A,C) ≤ d(A,B)+d(B,C) (∵ A\C = A∩Cc = (A∩Cc∩B)∪(A∩Cc∩Bc) ⊂
(Cc ∩B) ∪ (A ∩Bc) = (B \ C) ∪ (A \B)より，A∆C ⊂ (A∆B) ∪ (B∆C)). ここで，

D = {A ∈ A : ∃Bn ∈ C s.t. lim
n
µ(A∆Bn) = 0}

とおくと，C ⊂ Dである．Dが σ-fieldであることを示せば，D ⊃ σ(C) = Aとなり，定
理の結論が従う．まず，d(Ac, Bc) = d(A,B)より，A ∈ D ⇒ Ac ∈ D はよい．次に，
Am ∈ D (m = 1, 2, . . . )とすると，各Amに対して，limn d(Am, Bm,n) = 0となる集合列
{Bm,n}∞n=1 ⊂ Cが存在する．BN

n =
∪N
m=1Bm,n, A

N =
∪N
m=1Amとおくと，

d(BN
n , A

N ) ≤ d(∪Nm=1Bm,n, A1 ∪ (∪Nm=2Bm,n))

+ d(A1 ∪ (∪Nm=2Bm,n), A1 ∪A2 ∪ (∪Nm=3Bm,n))

+ · · · + d(∪N−1
m=1Am ∪BN,n,∪Nm=1Am)

≤
N∑
m=1

d(Bm,n, Am).

ここで，(A∪B)∆(B ∪C) = {(A∪B)∩ (Bc ∩Cc)}∪ {(B ∪C)∩ (Ac ∩Bc)} = (A∩Bc ∩
Cc)∪ (C ∩Ac ∩Bc) ⊂ A∆Cを使った．ゆえに limn d(BN

n , A
N ) = 0であるから，AN ∈ D

であり，limN d(AN ,∪∞
m=1Am) = 0より，∪∞

m=1Am ∈ Dを得る．

測度空間の完備化

測度空間 (X,A, µ)が完備 (complete)であるとは，

S ⊂ N ∈ A, µ(N) = 0 ⇒ S ∈ A
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となることを言う．言葉で述べると，測度 0の可測集合の部分集合が常に可測になるとき，
測度空間を完備と言う．
じつはもともとの測度空間が完備でなくても，完備な拡張が常に存在する．(X,A, µ)を

(完備とは限らない)測度空間とし，N = {S ⊂ X : ∃N ∈ A s.t. S ⊂ N,µ(N) = 0},Aµ :=

σ(A ∪N )とおく．

Lemma 1.4. B ∈ Aµ ⇔ ∃A ∈ A, ∃S ∈ N s.t. B = A ∪ S.

Proof. A∗ := {A∪S : A ∈ A, S ∈ N}とおく．A∗ ⊂ Aµはよい．逆の包含関係を示す．そ
のために，A∗が σ-fieldであることを示せば，A,N ⊂ A∗より，Aµ ⊂ A∗が従う．X ∈ A∗

は明らか．次に，A ∈ A, S ∈ N ⇒ (A ∪ S)c ∈ A∗を示す．N の定義より，∃N ∈ A s.t.

S ⊂ N,µ(N) = 0であって，Sc = N c ∪ (N ∩ Sc)であるから，

(A ∪ S)c = Ac ∩ Sc = (Ac ∩N c)︸ ︷︷ ︸
∈A

∪ (N \ (A ∪ S))︸ ︷︷ ︸
⊂N

∈ A∗．

あとは，

An ∈ A, Sn ∈ N (n = 1, 2, . . . ) ⇒
∞∪
n=1

(An ∪ Sn) ∈ A∗

を示せばよいが，これは難しくない．

写像 µ̄ : Aµ → [0,∞]を,

µ̄(B) := µ(A), B = A ∪ S,A ∈ A, S ∈ N

と定義する．

Theorem 1.4. µ̄はAµ上の well-definedな測度であって，A上で µに一致する．

Proof. µ̄がwell-definedなことだけ示す．B = A1∪S1 = A2∪S2, A1, A2 ∈ A, S1, S2 ∈ N
に対して，Ac1∩S1 ⊃ Ac1∩A2 = A2 \A1であるから，A2 \A1 ∈ N．同様に，A1 \A2 ∈ N．
よって，µ(A1) = µ(A2)．

(X,Aµ, µ̄)を (X,A, µ)の完備化 (completion)と呼ぶ．AµをAの µに関する完備化と
も言う．Aµは µがもともとの定義域を超えて問題なく拡張できる限界だと思えばよい 4．

演習問題

Exercise 1.1. Lemma 1.2を示せ．

4とはいえこのステートメントは正確ではない．例えば，Bogachev (2007, Section 1.12(v))を参照せよ．
また，次節の Lebesgue非可測集合に関する議論も参照せよ．
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Exercise 1.2. 任意の A0 ⊂ 2X に対して，A′
0 = {

∩m
j=1Bj : Bj or Bc

j ∈ A0 (j =

1, . . . ,m),m ∈ N}とおくと，

A =


m∪
j=1

Aj : A1, . . . , Am ∈ A′
0,m ∈ N


はA0を含む最小の fieldであることを示せ．A0が可算ならAも可算であることを示せ．

Exercise 1.3. Aを σ-fieldであって，無限集合とする．Aは可算になりうるか．

Exercise 1.4. CをXの部分集合族とする．このとき，各B ∈ σ(C)に対して，B ∈ σ(CB)

となる可算な集合族 CB ⊂ Cが存在することを示せ．

Exercise 1.5. Aを fieldとし，µ : A → R+ を有限加法的 (A,B ∈ A, A ∩ B = ∅ ⇒
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B))とする．このとき，µが σ(A)上の測度に拡張できるためには，

An ↓ ∅, An ∈ A ⇒ lim
n→∞

µ(An) = 0

が成り立つことが必要十分である．このことを示せ．

Exercise 1.6. A1 ⊂ A2 ⊂ · · · を σ-fieldsとする．

(a)
∪
nAnが fieldであることを示せ．

(b)
∪
nAnが σ-fieldとならないような例を構成せよ．

Exercise 1.7. Aを σ-fieldとし，D /∈ Aとする．このとき，

A ∨ σ({D}) = {(A ∩D) ∪ (B ∩Dc) : A,B ∈ A}

を示せ．

Exercise 1.8. X = R, A = {A ⊂ R : A or Acは可算 },

µ(A) =

0 Aが可算のとき

1 Acが可算のとき

と定義する．このとき，(X,A, µ)が測度空間になることを示せ．

Exercise 1.9. Aを集合A ⊂ {1, 2, . . . }のうち，極限

d(A) := lim
n→∞

Card(A ∩ {1, . . . , n})

n

が存在するものを集めた集合族とする．
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(a) dがA上で可算加法的でないことを示せ．

(b) Aは fieldでないことを示せ．

Exercise 1.10. Carathéodoryの拡張定理において，µが C上で σ-finiteでなければ，拡
張は一意とは限らない．そのような例を構成せよ．

Exercise 1.11. Theorem 1.3の証明を µが C上で σ-finiteな場合にまで拡張せよ．

Exercise 1.12. µを可測空間 (X,A)上の有限測度とし，µ∗を µの外測度とする．すな
わち，任意の E ⊂ X に対して，µ∗(E) = inf{µ(A) : E ⊂ A,A ∈ A}である．また，µの
内測度 (inner measure) µ∗を µ∗(E) = µ(X) − µ∗(X \ E), E ⊂ X と定義する．AµをA
の µによる完備化とすると，

E ∈ Aµ ⇔ µ∗(E) = µ∗(E)

を示せ．
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2 R上のLebesgue-Stieltjes測度

Carathéodoryの拡張定理の重要な応用として，R上の Lebesgue-Stieltjes測度を構成す
る．F : R → Rを右連続かつ非減少な関数とする．Rの部分集合族Dを

D = {(a, b] : −∞ ≤ a < b <∞} ∪ {(a,∞) : −∞ ≤ a <∞} ∪ {∅}

とおいて，D上の非負関数 µ : D → [0,∞]を

µ((a, b]) := F (b) − F (a), −∞ ≤ a < b <∞,

µ((a,∞)) = F (∞) − F (a), −∞ ≤ a <∞,

µ(∅) = 0

と定義する．ただし，F (∞) := limx→∞ F (x), F (−∞) := limx→−∞ F (x)である．F は非
減少なので，F (∞)と F (−∞)は [−∞,∞]の範囲で存在する．

Theorem 2.1. µは B := σ(D)上の測度に一意に拡張できる．

Theorem 2.1から決まる測度を，F に対応する Lebesgue-Stieltjes測度と呼ぶ．特に，
F (x) = xのとき，対応する Lebesgue-Stieltjes測度を Lebesgue測度と呼び，それを λと
書くことにする．すなわち， Lebesgue測度 λとは，

λ((a, b]) = b− a, −∞ < a < b <∞

をみたす B上の測度である (そのような測度は一意に決まる)．
F が右連続かつ非減少なことは必要条件でもある．実際，µが測度に拡張できるなら，

µは非負なので，F は非減少である．一方，xn ↓ xに対して，

F (xn) − F (a) = µ((a, xn]) ↓ µ((a, x]) = F (x) − F (a)

であるから，F は右連続でもある．
Fを右連続かつ非減少とし，µを対応するLebesgue-Stieltjes測度とする．Fは非減少なの

で，各点x ∈ Rで左極限F (x−) = limy↑x F (y)が存在し，µ((a, x)) = F (x−)−F (a)である．
また，F は右連続なので，x ∈ RがF の不連続点になるのは，µ({x}) = F (x)−F (x−) > 0

のとき，またそのときに限る．一般にR上の非減少関数は不連続点を高々可算個しかもた
ないから (cf. Exercise 2.1)，µ({x}) > 0となる xは高々可算個しかない．F が連続なら
(e.g. Lebesgue測度)，すべての x ∈ Rに対して，µ({x}) = 0である．

Proof of Theorem 2.1. Dは fieldでないが，

D :=

{
n∪

m=1

Am : A1, . . . , An ∈ Dは排反, n ∈ N

}
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は fieldであって，σ(D) = σ(D) = Bが成り立つ．そこで，µをD上に

µ

(
n∪

m=1

Am

)
:=

n∑
m=1

µ(Am), A1, . . . , An ∈ Dは排反

と拡張して，Carathéodoryの拡張定理を使う．残りの証明をいくつかのステップに分割
する．以下の証明では，記号の簡単のため，b = ∞のときは，(a, b] = (a,∞)と理解する．
Step 1. D上に拡張された µが well-definedなことを示す. まず −∞ ≤ a < b ≤ ∞

に対して，(a, b] =
∪n
m=1(am, bm] (排反な和)と表せるとき，一般性を失うことなく，a =

a1 < b1 = a2 < · · · = an < bn = bと仮定してよい．このとき，µ((a, b]) = F (b) − F (a) =∑n
m=1{F (bm)−F (am)} =

∑n
m=1 µ((am, bm]). 次に，Am ∈ D (1 ≤ m ≤ n), Bk ∈ D (1 ≤

k ≤ ℓ),
∪n
m=1Am =

∪ℓ
k=1Bk (両辺は排反な和)とすると，Am∩Bk (1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ k ≤ ℓ)

は排反な区間であって (そのうちの何個かは ∅でもよい)，Am =
∪ℓ
k=1(Am ∩ Bk), Bk =∪n

m=1(Am ∩Bk)である．従って，

µ

(
n∪

m=1

Am

)
=

n∑
m=1

µ(Am) =

n∑
m=1

ℓ∑
k=1

µ(Am ∩Bk)

=
ℓ∑

k=1

n∑
m=1

µ(An ∩Bk) =
ℓ∑

k=1

µ(Bk) = µ

(
ℓ∪

k=1

Bk

)
.

Step 2. A,B ∈ D, A ∩ B = ∅なら，µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B)となることを示す．
A =

∪n
m=1Am, Am ∈ D (1 ≤ m ≤ n), B =

∪ℓ
k=1Bk, Bk ∈ D (1 ≤ k ≤ ℓ)と排反な

和で表せるとき，Am ∩ Bk = ∅ (1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ k ≤ ℓ)であるから，µ(A ∪ B) =∑
m µ(Am) +

∑
k µ(Bk) = µ(A) + µ(B).

Step 3. −∞ < a < b < ∞に対して，(a, b] =
∪∞
n=1(an, bn] (排反な和)と表せるとす

る．µ((a, b]) =
∑∞

n=1 µ((an, bn]) を示す．まず，(a, b] ⊃
∪n
m=1(am, bm]であるから，Step

2の結果を 2回使うと，µ((a, b]) ≥ µ(
∪n
m=1(am, bm]) =

∑n
m=1 µ((am, bm]). n → ∞とし

て，µ((a, b]) ≥
∑∞

m=1 µ((am, bm]). 逆の不等式を示す．ε > 0を任意に固定する．F の右
連続性より，∃δ ∈ (0, b−a) s.t. F (a+ δ) < F (a) + ε. また，各m ∈ Nに対して，∃ηm > 0

s.t. F (bm + ηm) < F (bm) + ε2−m. このとき，[a + δ, b] ⊂
∪∞
m=1(am, bm + ηm) であるか

ら，Heine-Borelの定理より，∃n ∈ N s.t. (a+ δ, b] ⊂ [a+ δ, b] ⊂
∪n
m=1(am, bm + ηm) ⊂∪n

m=1(am, bm + ηm]. 従って，

µ((a, b]) = F (b) − F (a) < F (b) − F (a+ δ) + ε = µ((a+ δ, b]) + ε

≤ µ

(
n∪

m=1

(am, bm + ηm]

)
+ ε =

n∑
m=1

{F (bm + ηm) − F (am)} + ε

≤
n∑

m=1

{F (bm) − F (am)} + 2ε ≤
∞∑
m=1

µ((am, bm]) + 2ε.
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ε > 0は任意だったから，µ((a, b]) ≤
∑∞

m=1 µ((am, bm])を得る．
a = −∞ or b = ∞の場合，µ((a, b]) ≥

∑∞
m=1 µ((am, bm])は同じ証明でよい．逆の

不等式を示す．a > −∞かつ b = ∞の場合，µ((a, k]) =
∑∞

m=1 µ((am, bm] ∩ (a, k]) ≤∑∞
m=1 µ((am, bm])であるから，k → ∞として，µ((a,∞)) ≤

∑∞
m=1 µ((am, bm])を得る．

残りの場合も同様である．
Step 4. µ が D 上で可算加法的なことを示す．An ∈ D, n ∈ N を排反かつ A :=∪∞
n=1An ∈ Dとする．A,An ∈ Dより，A,Anはそれぞれ，A =

∪ℓ
k=1Bk, Bk ∈ D (1 ≤

k ≤ ℓ), An =
∪rn
m=1An,m, An,m ∈ D (1 ≤ m ≤ rn)と排反な和で表せる．このとき，

Bk =

∞∪
n=1

rn∪
m=1

(An,m ∩Bk)︸ ︷︷ ︸
排反な区間

, An =

ℓ∪
k=1

rn∪
m=1

(An,m ∩Bk)︸ ︷︷ ︸
排反な区間

と表せるから，

µ(A) =
ℓ∑

k=1

µ(Bk) =
ℓ∑

k=1

∞∑
n=1

rn∑
m=1

µ(An,m ∩Bk) (∵ Step 3)

=
∞∑
n=1

ℓ∑
k=1

rn∑
m=1

µ(An,m ∩Bk)︸ ︷︷ ︸
=µ(An)

. (∵ Lemma 1.2)

µはD上で明らかに σ-finiteなので，Carathéodoryの拡張定理より定理の結論を得る．

Theorem 1.3より，Lebesgue-Stieltjes測度 µに対して，A ∈ Bなら，任意の ε > 0に対
して，排反な区間D1, . . . , Dnが存在して，µ(A∆(

∪n
m=1Dm)) < εとなる．µが Lebesgue

測度のとき (µ = λ)，λ(A) <∞なら，近似する区間D1, . . . , Dnは有界である．さらに 1

点集合の Lebesgue測度は 0なので，D1, . . . , Dnは開区間にとれる．以上の結果を次の補
題にまとめておく．

Lemma 2.1. λを (R,B)上の Lebesgue測度とし，A ∈ B, λ(A) <∞とする．このとき，
任意の ε > 0に対して，排反な有界開区間D1, . . . , Dnが存在して，λ(A∆(

∪n
m=1Dm)) < ε

となる．

位相空間X に対して，開集合全体を含む最小の σ-fieldを，X の Borel σ-fieldと呼ぶ．
XのBorel σ-fieldに属する集合のことを，XのBorel集合と呼ぶ．また，Borel σ-field上
に定義された測度のことを Borel測度と呼ぶ．

Lemma 2.2. Bは Rの Borel σ-fieldに一致する．

Proof. Cを Rの Borel σ-fieldとする．(a, b) =
∪∞
n=1(a, b− 1/n]より，(a, b) ∈ Bである．

Rの任意の開集合は開区間の可算和で表せるので，Bに属する．よって，C ⊂ Bである．
逆に，(a, b] =

∩∞
n=1(a, b+ 1/n)であるから，Bは開区間全体を含む最小の σ-fieldに一致

する．従って，B ⊂ Cであるから，B = Cを得る．
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Rnの Borel σ-fieldを B(Rn)とおく．n = 1のときと同様に，

B(Rn) = σ({(a1, b1] × · · · × (an, bn] : −∞ ≤ ai < bi <∞, 1 ≤ i ≤ n})

が成り立つ (演習問題)．
可測空間 (Xi,Ai), 1 ≤ i ≤ nに対して，

{A1 × · · · ×An : Ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n}

から生成される σ-fieldを A1 × · · · × An と書いて，A1, . . . ,An の直積 σ-field (product

σ-field)と呼ぶ 5．Ai = A, 1 ≤ i ≤ nのときは，A× · · · × A = Anと書く．

Lemma 2.3. B(Rn) = Bn := B × · · · × B.

Proof. n = 2のとき補題を示す．A ⊂ Rが開集合なら，A×RはR2の開集合であるから，
A×R ∈ B(R2)である．そこで，C = {A : A×R ∈ B(R2)}とおくと，CはRの開集合全体
を含むσ-fieldであるから，C ⊃ Bである．よって，任意のA ∈ Bに対して，A×R ∈ B(R2)

である．同様に，任意のB ∈ Bに対して，R×B ∈ B(R2)であるから，任意のA ∈ B, B ∈ B
に対して，A×B = (A×R)∩ (R×B) ∈ B(R2)となる．従って，B ×B ⊂ B(R2)を得る．
逆の包含関係は，B(R2) = σ({(a1, b1] × (a2, b2] : −∞ ≤ ai < bi < ∞, i = 1, 2})からわか
る．

以下，特に断らない限り，RnのBorel σ-fieldを B(Rn)の代わりに Bnと書き，Rnには
Bnを入れる．

Lebesgue (非)可測集合

Rの Borel σ-field Bの Lebesgue測度 λに関する完備化を Lとおいたとき，Lに属す
る集合を Lebesgue可測集合と呼ぶ．Lebesgue可測集合の全体は十分に広い集合族であ
り，Rのほぼすべての部分集合は Lebesgue可測だと思ってもさしあたり問題ない．とは
言え，(選択公理を仮定すると)Lebesgue非可測集合は存在する (後述)．なお，Lebesgue

可測だが，Borel非可測な集合 (Bに属していない集合)も存在する (次節を参照)．つまり，
B ⊊ L ⊊ 2Rである．λの完備化も記号を変えずに λと書くことにする．
以下，Lebesgue非可測集合を構成しよう．x, y ∈ [0, 1)に対して，

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q

と定義すると，∼は同値関係である．この同値関係に関して各同値類から代表元を集めた
集合を V とおく (選択公理を使っている)．集合 V はVitali集合とも呼ばれる．Vitali集
合は Lebesgue非可測である．このことを証明する．

5A1, . . . ,An の直積 σ-fieldを A1 × · · · × An と書く記法はある程度標準的であるが，これだと集合とし
ての直積とまぎらわしいので，A1 ⊗ · · · ⊗ An と書く場合がある．この記法も標準的である．
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Theorem 2.2. V /∈ L.

各 r ∈ Rに対して，写像 Tr : [0, 1) → [0, 1)を

Tr(x) = x+ r − ⌊x+ r⌋

と定義する (⌊x⌋は x以下の最大の整数である)．つまり，Tr(x)は x+ rの小数部分である．

Lemma 2.4. E ∈ L, E ⊂ [0, 1)なら，任意の r ∈ [0, 1)に対して，λ(Tr(E)) = λ(E).

Proof. 次は認める (演習問題)：A ∈ Lなら，任意の x ∈ Rに対して，A + x := {y + x :

y ∈ A} ∈ Lであって，λ(A + x) = λ(A). A = E ∩ [0, 1 − r), B = E ∩ [1 − r, 1)とお
いて，A′ = A + r,B′ = B + (r − 1)とおくと，A,B ∈ Lより，A′, B′ ∈ Lであって，
λ(A) = λ(A′), λ(B) = λ(B′). 一方，Tr(E) = A′ ∪ B′ (排反な和)より，Tr(E) ∈ Lで
あって，

λ(E) = λ(A) + λ(B) = λ(A′) + λ(B′) = λ(Tr(E))

を得る．

Proof of Theorem 2.2. 仮に V がLebesgue可測なら，Tr(V ), r ∈ Q∩ [0, 1)はLebesgue可
測集合であり，λ(Tr(V )) = λ(V ) = α (say). V の定義より，Tr(V ), r ∈ Q∩[0, 1)は排反であ
って，

∪
r∈Q∩[0,1) Tr(V ) = [0, 1). ゆえに，α > 0なら，λ([0, 1)) =

∑
r∈Q∩[0,1) λ(Tr(V )) = ∞

となり，α = 0なら，λ([0, 1)) =
∑

r∈Q∩[0,1) λ(Tr(V )) = 0となって，いずれにしても矛盾
が生じる．従って，V /∈ Lである．

Lebesgue非可測集合の存在は，完備化によっては Lebesgue測度を 2Rにまで拡張でき
ないことを意味している．もちろんこれは，その他の方法によって Lebesgue測度を 2R

に拡張できる可能性を排除するものではない．しかしながら，連続体仮説を仮定すると，
Lebesgue測度を2Rにまで拡張することは不可能であることが知られている．Dudley (2002,

Appendix C)を参照せよ．

Example 2.1 (Cantor集合). Rの 1点集合の Lebesgue測度は 0なので，Rの可算集合
の Lebesgue測度も 0である．しかし，非可算集合であって，Lebesgue測度が 0のものは
存在する．そのような集合の有名な例として，Cantor集合がある．まず閉区間 [0, 1]を 3

分割して，真ん中の開区間 (13 ,
2
3)を取り除く．すると，残るのは排反な 2つの閉区間の和

[0, 13 ] ∪ [23 , 1]である．各閉区間 [0, 13 ], [23 , 1]をそれぞれ 3分割して，再び真ん中の開区間
(19 ,

2
9), (79 ,

8
9)を取り除く．この操作を繰り返すと，n回目の操作が終わった段階で，

1 + 2 + 22 + · · · + 2n−1 = 2n − 1

個の排反な開区間が取り除かれていて，残っているのは 2n個の長さ 1/3nの排反な閉区間
である．取り除いた開区間を左から順に並べたものを Jn,k, 1 ≤ k ≤ 2n − 1とし，Un =∪2n−1
k=1 Jn,kとおくと，

λ(Un) =
1

3
+

2

32
+ · · · +

2n−1

3n
= 1 −

(
2

3

)n
.
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ここで，U =
∪∞
n=1 Unとおくと，U は開集合であって，Un ↑ U であるから，λ(U) = 1で

ある．集合 C = [0, 1] \ U を Cantor集合と呼ぶ．C はコンパクト集合であって，λ(C) =

1 − λ(U) = 0である．C が非可算であることを示す．まず各 x ∈ [0, 1]は 3進数展開

x =

∞∑
j=1

aj
3j
, aj ∈ {0, 1, 2}

をもつ．x = k3−n (1 ≤ k < 3n, n ∈ N)のときは，3進数展開は一意でない．例えば，

1

3
=

1

3
+

0

32
+

0

33
+ · · · =

0

3
+

2

32
+

2

33
+ · · · ,

2

3
=

2

3
+

0

32
+

0

33
+ · · · =

1

3
+

2

32
+

2

33
+ · · · .

k を 3 の倍数でないとすれば，このような場合は，an = 0, aj = 2 (j > n)，または
an = 2, aj = 0 (j > n)と決めておくと，各 x ∈ [0, 1]に対して 3進数展開が一意に決まる．
このとき，

a1 = 1 ⇔ 1

3
< x <

2

3
,

a1 ̸= 1 & a2 = 1 ⇔ 1

9
< x <

2

9
or

7

9
< x <

8

9
,

...

であるから，C = {
∑∞

j=1 aj3
−j : aj ∈ {0, 2}}と表せる．いま，x =

∑∞
j=1 aj3

−j (aj ∈
{0, 2})に対して，F (x) =

∑∞
j=1(aj/2)2−j と定義すれば，F は Cから [0, 1]への全射であ

るから，C が非可算であることが示された．
前述の議論に現れた関数 F は，x, y ∈ C, x < yに対して，x, yが除かれた区間の両端点

でない限りは，F (x) < F (y)となる (例えば，x = 1/3, y = 2/3なら，x = 0/3 + 2/32 +

2/33 + · · · , y = 2/3 + 0/32 + 0/33 + · · · であるから，F (x) = 0/2 + 1/22 + 1/23 + · · · =

1/2 = 1/2 + 0/22 + 0/23 + · · · = F (y))．そこで，各 n ∈ N, 1 ≤ k ≤ 2n− 1に対して，xn,k
を Jn,kの左端点とし，F を

F (x) = F (xn,k), x ∈ Jn,k

と拡張すれば，F は [0, 1]から [0, 1]への非減少関数になる．また F は全射であるから不
連続点をもちえないので，F は連続である．この関数 F を Cantor関数と呼ぶ．

演習問題

Exercise 2.1. f : R → Rを非減少関数とすると，f の不連続点は高々可算であることを
示せ．
ヒント：f が有界で，|f(x)| ≤ M (∀x ∈ R)なら，任意の ε > 0に対して，Card{x :

f(x+) − f(x−) > ε} ≤ 2M/εとなる．
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Exercise 2.2. Lemma 2.1の結論は一般の Lebesgue-Stieltjes測度に対しても成り立つ．
このことを示せ．

Exercise 2.3. RnのBorel σ-field B(Rn)に対して，定義にもとづいて，B(Rn) = σ({(a1, b1]×
· · · × (an, bn] : −∞ ≤ ai < bi <∞, 1 ≤ i ≤ n})を示せ．

Exercise 2.4. (X,A), (Y, C)を可測空間とし，E ∈ A × C とする．このとき，可算個の
An ∈ A, Cn ∈ C, n = 1, 2, . . . が存在して，E ∈ σ({An × Cn : n = 1, 2, . . . })となること
を示せ．

Exercise 2.5. Lemma 2.3を一般化して次を示せ．(X, d1), (Y, d2)を可分な距離空間とし，
B(X),B(Y )をそれぞれX,Y の Borel σ-fieldとする．また，X × Y の直積位相に関する
Borel σ-fieldを B(X × Y )とおく．このとき，B(X × Y ) = B(X) × B(Y )を示せ．

Remark 2.1. Exercise 2.5において，X,Y の可分性は本質的な仮定である．実際，Xが連
続体濃度より真に大きい濃度をもつ位相空間のとき 6，B(X)×B(X) ⊊ B(X×X)になる．
B(X)×B(X) ⊂ B(X×X)の証明はLemma 2.3と同様である．B(X)×B(X) ̸= B(X×X)

を示そう．

E0 :=

{
E =

∪
i∈I

(Ai ×Bi) : Ai, Bi ⊂ X, i ∈ I,Card(I) = Card(R)

}
,

E := {E ⊂ X ×X : E ∈ E0 & Ec ∈ E0}

とおくと，E は B(X) × B(X)を含む σ-fieldである．ここで，X ×X の対角線集合D =

{(x, x) : x ∈ X}は X × X の閉集合であるから，D ∈ B(X × X)であるが，明らかに
D /∈ E である．

Exercise 2.6. σ-field Aが可算生成 (countably generated)であるとは，A = σ(C)とな
る可算集合 C ⊂ Aが存在することである．可分な距離空間の Borel σ-fieldは可算生成で
あることを示せ．特に，Rnの Borel σ-field Bnは可算生成である．

Exercise 2.7. 可算生成な σ-fieldの sub σ-fieldは可算生成とは限らない．例えば，A =

{A ⊂ R : A or Acは可算 }は Bの sub σ-fieldであるが，Aは可算生成でない．このこと
を示せ (Aが σ-fieldであることは Exercise 1.8で示した)．

Exercise 2.8. X を位相空間とし，X0 ⊂ X とする．このとき，X0の相対位相に関する
Borel σ-field B(X0)はX の Borel σ-field B(X)のX0への制限 {A ∩X0 : A ∈ B(X)}に
一致することを示せ：B(X0) = {A ∩X0 : A ∈ B(X)}.

6可分な距離空間 X は連続体濃度以下の濃度をもつ．{xn} を X の可算稠密集合とすれば，X の各点は
{xn}の集積点であるから，その濃度は Card(2N) = Card(R)以下である．
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Exercise 2.9. 内点をもたない Rのコンパクト集合であって，Lebesgue測度が正のもの
を構成せよ．
ヒント：{xn}を [0, 1]の可算稠密集合として，[0, 1]から (xn−ε/2n+1, xn+ε/2n+1), n =

1, 2, . . . をすべて取り除いた集合を考えよ．

上の例からわかるように，Rの部分集合の境界は Lebesgue測度 0とは限らない．

Exercise 2.10. λを R上の Lebesgue測度とする．x, r ∈ RとB ⊂ Rに対して，

B + x := {y + x : y ∈ B}, rB := {ry : y ∈ B}

と定義する．このとき，任意の x, r ∈ RとB ∈ Bに対して，B + x, rB ∈ Bであって，

λ(B + x) = λ(B), λ(rB) = |r|λ(B)

となることを示せ．Bが Lebesgue可測集合ならどうか．

Exercise 2.11. µを (R,B)上の測度とし，任意の−∞ < a < b <∞に対して，µ((a, b]) <

∞とする．いま，任意の x ∈ RとB ∈ Bに対して，

µ(B + x) = µ(B)

ならば，適当な定数 α ≥ 0が存在して，µ = αλとなることを示せ．

Exercise 2.12. V ⊂ [0, 1)をVitali集合とすると，E ⊂ V がLebesgue可測なら，λ(E) = 0

となることを示せ．

Exercise 2.13. E ⊂ Rを Lebesgue可測集合とし，λ(E) > 0とする．このとき，Eに含
まれる Lebesgue非可測集合が存在することを示せ．
ヒント：E ⊂ [0, 1)と仮定してよい．
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3 可測関数

可測空間 (X,A), (Y, C)に対して，写像 f : X → Y が可測 (measurable) (またはA/C
可測)であるとは，任意のC ∈ Cに対して，f−1(C) ∈ Aとなることを言う．写像の可測性
を示すときに，いちいちすべてのC ∈ Cに対して f−1(C) ∈ Aをチェックする必要はない．

Lemma 3.1. σ(E) = Cなら，f : X → Y が可測 ⇔ f−1(E) ∈ A ∀E ∈ E．

Proof. ⇒は明らか．⇐を示す．C′ = {C ∈ C : f−1(C) ∈ A} とおくと，E ⊂ C′であって，
C′は σ-field．よって，C′ ⊃ σ(E) = C．

Lemma 3.2. (X,A), (Y, C), (Z,D)を可測空間とし，f : X → Y, g : Y → Z を可測写像
とすると，合成写像 g ◦ f : X → Z は可測である．

Proof. D ∈ Dに対して,

(g ◦ f)−1(D) = {x : g(f(x)) ∈ D} = {x : f(x) ∈ g−1(D)} = f−1(g−1(D)).

ここで，g−1(D) ∈ Cであるから，f−1(g−1(D)) ∈ Aである．

実数値関数．Y = Rの場合を考える．RにはBorel σ-field Bを入れる．すなわち，実数値
関数 f : X → Rが可測 (またはA可測)であるとは，任意のB ∈ Bに対して，f−1(B) ∈ A
となることを言う．

Lemma 3.3. 任意の実数値関数 f : X → Rに対して，次の (i)–(v)は同値である．

(i) f は可測．

(ii) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) ≤ a} ∈ A.

(iii) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) < a} ∈ A.

(iv) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) ≥ a} ∈ A.

(v) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) > a} ∈ A.

Proof. (i) ⇔ (ii)は B = σ({(−∞, a] : a ∈ R})から従う．他も同様である．

Rnにはその Borel σ-field Bnを入れると約束していることを思い出す．

Lemma 3.4. (i) 連続関数 g : Rn → Rは可測．(ii) 任意の関数 fi : X → R (1 ≤ i ≤ n)

に対して，f = (f1, . . . , fn) : X → Rnが可測 ⇔ 各 fi : X → R (1 ≤ i ≤ n)が可測．
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Proof. (i). O ⊂ Rを開集合とすると，g−1(O)は Rnの開集合であるから，g−1(O) ∈ Bn．
(ii). n = 2で示す．B2 = B × B = σ({A×B : A,B ∈ B})より，

f が可測 ⇔ f−1(A×B) ∈ A ∀A,B ∈ B
⇔ f−1

1 (A) ∩ f−1
2 (B) ∈ A ∀A,B ∈ B

⇔ fi, i = 1, 2が可測

である．

Example 3.1. Lemma 3.4より，g : Rn → Rを連続，fi : X → R (1 ≤ i ≤ n)を可測と
すると，g(f1, . . . , fn) : X → Rは可測である．例えば， f, g : X → Rが可測なら，

fg, f + g, max(f, g), min(f, g)

はすべて可測である．

拡張実数値関数．応用上，関数の値域を拡張実数 R = [−∞,∞]にまで許した方が都合
がよい．例えば，各 fnがX 上の実数値関数だったとしても，supn fnは実数値になると
は限らないし，いちいち実数値になるように制限するのも面倒である．Rには適当な距離
に関する Borel σ-fieldを入れる．φ : R → [−1, 1]を

φ(x) =


1 if x = ∞
x

1+|x| if −∞ < x <∞

−1 if x = −∞

と定義すると，φは狭義単調増加かつ全射である．このとき，Rは

d(x, y) = |φ(x) − φ(y)|, x, y ∈ R

を距離にもつ距離空間となり，φは Rから [−1, 1]への等長同型 (距離を保つ全射)になる
(従って，Rの位相は [−1, 1]から “引き戻して”考えればよい)．Rには，この距離に関す
る Borel σ-field B∗を入れる．拡張実数値関数 f : X → Rが可測 (またはA可測)である
とは，任意の B ∈ B∗に対して，f−1(B) ∈ Aとなることを言う．実数値関数のときと同
様に，次の同値関係が成り立つ．

Lemma 3.5. 任意の拡張実数値関数 f : X → Rに対して，次の (i)–(v)は同値である．

(i) f は可測．

(ii) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) ≤ a} ∈ A.

(iii) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) < a} ∈ A.
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(iv) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) ≥ a} ∈ A.

(v) ∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) > a} ∈ A.

Proof. (i) ⇔ (ii)のみ示す．C = σ({[−∞, a] : a ∈ R})とおく．B∗ = Cを示せば十分であ
る．[−∞, a), (a, b), (a,∞]の形の区間はすべて Cに属する．Rの任意の開集合はそのよう
な区間の可算和で表せるので，Cに属する．よって，B∗ ⊂ Cを得る．B∗ ⊃ Cは明らか．

Remark 3.1. f : X → RはRへの関数とも考えることができるが，f がRへの関数とし
て可測なことと，Rへの関数として可測なことは同値である．

Lemma 3.6. fn : X → R, n ∈ Nが可測なら，

sup
n
fn, inf

n
fn, lim sup

n
fn, lim inf

n
fn

はすべて可測である．limn fn(x) = f(x) (∀x ∈ X)が存在すれば，f も可測である．

Proof. supn fnと infn fnが可測なことは，

{sup
n
fn ≤ a} =

∩
n

{fn ≤ a} ∈ A, {inf
n
fn ≥ a} =

∩
n

{fn ≥ a} ∈ A

からわかる．lim supn fnと lim infn fnが可測なことは，lim supn fn = infn supm≥n fmと
lim infn fn = supn infm≥n fmからわかる．f = limn fnが存在すれば，f = lim supn fnで
あるから，f は可測である．

次の補題の証明は演習問題とする．

Lemma 3.7. f, g : X → Rを可測とする．(i) fg は可測．(ii) f, g が同時に，f(x) =

∞, g(x) = −∞, または f(x) = −∞, g(x) = ∞とならなければ，f + gは可測．

Remark 3.2. 本講義ノートでは，f : R → Rが可測と言ったら，f がB/B∗可測なことを
意味する．Rには Lebesgue可測集合全体Lも入れることができて，測度論の教科書だと，
L/B∗可測なことを Lebesgue可測，B/B∗可測なことを Borel可測と区別していることが
多いが，ここではBorel可測なことを単に可測と言っている．以下で見るように，Lebesgue

可測であるが Borel可測でない集合というのが存在するので，その指示関数を考えれば，
Lebesgue可測であるが Borel可測でない関数というのも存在する．従って，Lebesgue測
度に関する積分 (次節を参照)を考える場合，Lebesgue可測な関数を考えるのは自然であ
るが，確率論では特に指定していない確率測度 (全測度が 1の測度)に関する積分を考える
ことになるので，Borel可測関数を考える方が都合がよい (完備化は測度に依存した操作で
ある！)．
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Example 3.2 (Lebesgue 可測であるが Borel 可測でない集合). Cantor 関数を用いて，
Lebesgue可測であるが Borel可測でない集合を具体的に構成する．F : [0, 1] → [0, 1]を
Cantor関数とし，

H(x) =
1

2
(F (x) + x), x ∈ [0, 1]

とおくと，H は [0, 1]からそれ自身への同相写像である．C ⊂ [0, 1]をCantor集合とする
と，H(C)はコンパクト集合であって，λ(H(C)) = 1/2である．実際，前節の記号を用い
ると，λ(H(Jn,k)) = 1/(2 · 3n)であるから，λ(H(U)) = (1/4)

∑∞
n=1(2/3)n = 1/2．よっ

て，λ(H(C)) = λ([0, 1] \H(U)) = 1/2. そこで，AをH(C)に含まれる Lebesgue非可測
集合として (cf. Exercise 2.13)，B = H−1(A)とおくと，B ⊂ C, λ(C) = 0であるから，
Bは Lebesgue可測である．しかし，Bは Borel可測でない．実際，仮にBが Borel可測
なら，H−1 : [0, 1] → [0, 1]は連続なので，(H−1)−1(B) = H(B) = Aは Borel可測になる
が，Aは Lebesgue非可測であったから矛盾が生じる．
じつは Lebesgue可測だが Borel非可測な集合の存在は，次の考察からもわかる．一般

に可算生成な σ-fieldは連続体濃度をもつことが知られている (Folland, 1999, p. 41-42)．
しかし，Cantor集合 C は非可算な Borel可測 (よって Lebesgue可測)集合であり，その
Lebesgue測度は 0であるから，その部分集合は Lebesgue可測である．よって，Lebesgue

可測集合の全体は連続体濃度より真に大きい濃度をもつから，その中にはBorel非可測な
集合を含む．
この議論は非構成的であるが，Lebesgue可測集合全体の中にBorel非可測集合はかなり

たくさんあるということがわかる．また，Rのあらゆる非可算集合は Borel非可測な部分
集合をもつこともわかる．

演習問題

Exercise 3.1. X,Y を空でない集合とし，f : X → Y を写像とする．このとき，

f−1(Ac) = (f−1(A))c, f−1

(∪
i∈I

Ai

)
=
∪
i∈I

f−1(Ai), f
−1

(∩
i∈I

Ai

)
=
∩
i∈I

f−1(Ai)

を示せ．ただし，I は任意の添え字集合とする．

Exercise 3.2. 前問において，A ⊂ X に対して，f(A) = {f(x) : x ∈ A}と定義する．

(a) f(
∪
i∈I Ai) =

∪
i∈I f(Ai), f

(∩
i∈I Ai

)
⊂
∩
i∈I f(Ai)を示せ．

(b) f
(∩

i∈I Ai
)
⊊
∩
i∈I f(Ai)となるような例を構成せよ．

(c) f(Ac) ̸= ∅, (f(A))c ̸= ∅, f(Ac) ∩ (f(A))c = ∅となるような例を構成せよ．
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Exercise 3.3. f, g : X → Rを可測とし，A ∈ Aとする．関数 h : X → Rを

h(x) =

f(x) if x ∈ A

g(x) if x ∈ Ac

と定義すると，hは可測であることを示せ．

Exercise 3.4. A1, . . . , AmをX の分割とする．すなわち，A1, . . . , Amは排反であって，∪m
i=1Ai = X とする．このとき，関数 f : X → Rが σ({A1, . . . , Am})可測になるための
必要十分条件は，ある b1, . . . , bm ∈ Rが存在して，f =

∑m
i=1 bi1Ai と表せることを示せ．

Exercise 3.5. I を非可算集合とし，fi : X → R, i ∈ I を可測関数とする．このとき，
supi∈I fiは可測とは限らない．そのような例を構成せよ．

Exercise 3.6. Lemma 3.7を示せ．

Exercise 3.7. (X,A, µ)を測度空間とし，f : X → Rを (可測かどうかわからない)任意
の関数，g : X → Rを可測関数とする．いま，N ∈ A, µ(N) = 0となる N が存在して，
f(x) = g(x) (∀x ∈ X \N)とする．

(a) (X,A, µ)が完備なとき，f が可測なことを示せ．

(b) (X,A, µ)が完備でないときは，f はA/B∗可測とは限らない．そのような例を構成
せよ．

Exercise 3.8. 可測関数 f : X → Rの像 f(X)は Lebesgue可測になるか．

Exercise 3.9. f : X → Rを可測関数とする．このとき，f のグラフ {(x, f(x)) ∈ X×R :

x ∈ X}はA× B可測であることを示せ．

Exercise 3.10. 連続関数 f : R → Rの像 f(R)は B可測であることを示せ．

Exercise 3.11. f : R → Rを |f |が可測になる関数とする．このとき，f は可測か．

Exercise 3.12. Rから Rへの単調関数は可測であることを示せ．

Exercise 3.13. Rから Rへの右連続関数と左連続関数は可測であることを示せ．

Exercise 3.14. (Jenrich, 1969)．Θ ⊂ Rdを空でないコンパクト集合とし，F : X×Θ → R
を次をみたす関数とする：θ ∈ Θを任意に固定すると，F (x, θ)は xの関数としてA可測で
あって，x ∈ Xを任意に固定すると，F (x, θ)は θの関数として連続である．このとき，次
をみたすA/Bd可測写像 θ̂ : X → Θの存在を示せ：F (x, θ̂(x)) = infθ∈Θ F (x, θ) (∀x ∈ X)
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Remark 3.3. 統計学において，推定量はランダムな関数の最大ないし最小化点で定義さ
れることが多い (そのような推定量はM推定量と呼ばれる)が，その場合，推定量を可測
に選べるかどうかはそんなに明らかではない．Exercise 3.14の結論は，推定量が可測に選
べるための 1つの十分条件を与える．もちろんこれは最良の条件ではなく，可測な推定量
の存在はもっと弱い条件で成り立つ．ただし，その考察には測度論に関する深い議論を必
要とする．第 39節を参照せよ．

以下の問題では，(X, d)を距離空間とし，B(X)をX の Borel σ-fieldとする．

Exercise 3.15. 関数 f : X → Rが下半連続 (lower semicontinuous)であるとは，任意の
x ∈ X と xに収束する任意の点列 xnに対して，lim infn f(xn) ≥ f(x)となることを言う．
また−f が下半連続なとき，f を上半連続 (upper semicontinuous)と言う．f : X → Rが
下半連続であるためには，任意の α ∈ Rに対して，{x : f(x) > α}が開集合となることが
必要十分であることを示せ．特に，半連続関数は B(X)/B∗可測である．

Exercise 3.16. f : X → Rを任意の関数とし，Df を f の不連続点全体とする．このと
き，Df ∈ B(X)を示せ．
ヒント：δ > 0に対して，f δ(x) = sup{f(y) : d(x, y) < δ}, fδ(x) = inf{f(y) : d(x, y) < δ}

とおくと，f δ と fδ はそれぞれ下半連続，上半連続である．そこで，f0 = limδ↓0 f
δ, f0 =

limδ↓0 fδ とおくと，Df = {x : f0(x) ̸= f0(x)}である．

Exercise 3.17. XのBorel σ-field B(X)はすべての連続関数 f : X → Rが可測になるX

上の最小の σ-fieldに一致することを示せ．

Remark 3.4. 位相空間Xに対して，すべての連続関数 f : X → Rが可測になるX上の
最小の σ-fieldのことをBaire σ-fieldと呼ぶ．Xが距離空間のときはBaire σ-fieldはBorel

σ-fieldに一致するが，一般には後者の方が大きい．Dudley (2002, Section 7.1)を参照せよ．
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4 積分

(X,A, µ)を測度空間とする．適当な可測関数 f : X → Rに対して，積分∫
fdµ

を定義したい．非負単関数，非負可測関数，一般の可測関数，の順に積分を定義していく．

Step 1. 非負単関数．

f =
n∑
i=1

ai1Ai , a1, . . . , an ∈ R, A1, . . . , An ∈ A は排反, (∗)

なる形の関数 fを単関数 (simple function)と呼ぶ．単関数の値域は有限集合である．逆に，
可測関数 f : X → Rの値域が有限集合 {a1, . . . , an}なら，Ai = f−1({ai}), i = 1, . . . , nと
おけば，f =

∑n
i=1 ai1Ai と表せる．ここで，A1, . . . , Anは排反であって，f の可測性より

各AiはA可測である．すなわち，単関数とは値域が有限集合である実数値可測関数に他
ならない．
ai ≥ 0 (1 ≤ ∀i ≤ n)のとき，(∗)の単関数に対して，∫

fdµ :=
n∑
i=1

aiµ(Ai)

と定義する．右辺は+∞にもなりうる．また，0 · ∞ = 0と約束している．
∫
fdµがwell-

definedであることを確認しよう．f =
∑

i ai1Ai =
∑

j bj1Bj , ai > 0 (∀i), bj > 0 (∀j)と
する．ただし，{Ai}と {Bj}はそれぞれ排反なA可測集合列である．

∪
iAi =

∪
j Bj であ

るから，Ai =
∪
j(Ai ∩ Bj) (排反な和)であって，Ai ∩ Bj ̸= ∅なら ai = bj であるから，

aiµ(Ai) =
∑

j bjµ(Ai ∩Bj)．従って，∑
i

aiµ(Ai) =
∑
i

∑
j

bjµ(Ai ∩Bj) =
∑
j

bj
∑
i

µ(Ai ∩Bj) =
∑
j

bjµ(Bj).

最後の等号は，Bj =
∪
i(Ai ∩ Bj) (排反な和)による．これで非負単関数の積分が well-

definedであることが示された．

Lemma 4.1. f, gを非負単関数とし，c ≥ 0を定数とすると，∫
fdµ ≥ 0,

∫
(cf)dµ = c

∫
fdµ,

∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ.

Proof. 最後の等式のみ示す．f =
∑n

i=1 ai1Ai , g =
∑m

j=1 bj1Bj とする．A0 =
∪m
j=1Bj \∪n

i=1Ai, B0 =
∪n
i=1Ai \

∪m
j=1Bj とおくと，

∪n
i=0Ai =

∪m
j=0Bj (両辺は排反な和). a0 =
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b0 = 0とおくと，f + g =
∑n

i=0

∑m
j=0(ai + bj)1Ai∩Bj と表せる．従って，∫

(f + g)dµ =

n∑
i=0

m∑
j=0

(ai + bj)µ(Ai ∩Bj)

=
n∑
i=0

ai

m∑
j=0

µ(Ai ∩Bj)︸ ︷︷ ︸
=µ(Ai)

+
m∑
j=0

bj

n∑
i=0

µ(Ai ∩Bj)︸ ︷︷ ︸
=µ(Bj)

=

n∑
i=0

aiµ(Ai) +

m∑
j=0

bjµ(Bj) =

∫
fdµ+

∫
gdµ.

また，f ≤ gなら，g − f も非負単関数なので，∫
gdµ =

∫
fdµ+

∫
(g − f)dµ ≥

∫
fdµ

となる．

Step 2. 非負可測関数．f : X → [0,∞]を可測関数とする．f の積分を∫
fdµ := sup

{∫
gdµ : 0 ≤ g ≤ f, gは単関数

}
と定義する．

Lemma 4.2. 任意の非負可測関数 f : X → [0,∞]に対して，非負単関数の列 fnであって，
fn(x) ↑ f(x) (∀x ∈ X)となるものが存在する．そのような fnに対して，

∫
fndµ ↑

∫
fdµ．

Proof. En,j = f−1((j/2n, (j + 1)/2n]) (j = 1, . . . , 2nn− 1), En = f−1((n,∞])とおき，

fn :=
2nn−1∑
j=1

(j/2n)1En,j + n1En

と定義すると，0 ≤ fn ↑ f .

g を 0 ≤ g ≤ f なる任意の単関数とする．hn を 0 ≤ hn ↑ f なる単関数とすると，∫
hndµ ↑ ∃c ∈ [0,∞]. c ≥

∫
gdµを示せばよい．g =

∑
i ai1Ai & X =

∪
iAi (排反な和)

と表すと，各 iに対して，

lim
n

∫
hn1Aidµ ≥ aiµ(Ai)

を示せば十分である (左辺はnに関して非減少なので極限が存在する)．ai = 0なら明らかな
ので，ai > 0と仮定する．0 < ε < 1を任意に固定して，Bn,i = {x ∈ Ai : hn(x) > (1−ε)ai}
とおくと，Bn,i ↑ Ai. よって，limn

∫
hn1Aidµ ≥ (1 − ε)ai limn µ(Bn,i) = (1 − ε)aiµ(Ai).

ε ↓ 0として補題の結論を得る．
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次の事実は明らかであろう．f, gを非負可測とし，a, b ≥ 0を定数とすると，∫
fdµ ≥ 0,

∫
(af + bg)dµ = a

∫
fdµ+ b

∫
gdµ.

Step 3. 一般の可測関数．f : X → Rを可測関数とする．

f+ := max{f, 0}, f− := −min{f, 0}

とおくと，f+, f−は非負可測であって，f = f+ − f−．
∫
f+dµ,

∫
f−dµのどちらかが∞

でないとき，積分
∫
fdµが定義できると言う．このとき，∫

fdµ :=

∫
f+dµ−

∫
f−dµ

と定義する．また，f の積分が定義できるとき，A ∈ Aに対して，∫
A
fdµ :=

∫
f1Adµ

と定義する．ここで，f+1A ≤ f+, f−1A ≤ f−であるから，f の積分が定義できるなら，
f1Aの積分は常に定義できる．∫

|f |dµ =
∫
f+dµ+

∫
f−dµ <∞のとき，f は可積分 (integrable)であると言う．実数

0 < p < ∞に対して，|f |pが可積分なとき，f は p乗可積分であると言う．p乗可積分な
X 上の実数値関数の全体を Lp(X,A, µ)とおく．

Lp(X,A, µ) :=

{
f : f : X → R, f はA可測,

∫
|f |pdµ <∞

}
.

誤解の恐れがない場合は，Lp(X,A, µ)をLp(µ)またはLpと省略する．a, b ≥ 0に対して，
(a+ b)p ≤ 2p(a∨ b)p ≤ 2p(ap + bp)より，f, g ∈ Lpなら f + g ∈ Lpである．よって，Lpは
実ベクトル空間である．非負可測関数に対する積分の線形性より，次の定理が直ちに従う．

Theorem 4.1 (積分の線形性). L1 ∋ f 7→
∫
fdµは線形である．すなわち，任意のf, g ∈ L1

と a, b ∈ Rに対して，
∫

(af + bg)dµ = a
∫
fdµ+ b

∫
gdµ．

Remark 4.1 (複素数値関数の積分). Cの通常の位相に関するBorel σ-fieldを B(C)とお
くと，複素数値関数 f : X → CがA/B(C)可測なとき，それを単に可測と言う．f が可測
なことは，その実部と虚部がRへの関数として可測なことと同値であり (R2への関数とみ
なせばよい)，さらに実部と虚部がRへの関数として可積分なとき，f は可積分であると言
う．f が可積分なことは，|f |が Rへの関数として可積分なことと同値であり，そのとき，∫

fdµ :=

∫
(Ref)dµ+ i

∫
(Imf)dµ, i =

√
−1

と定義する．従って，Cへの関数の積分は Rへの関数の積分に帰着するので，以降は R
(or R)への関数の積分の性質を調べることにする．
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Example 4.1. (積分の例).

• µ = δxのとき，
∫
fdµ = f(x).

• xn ∈ X, cn ≥ 0 (n = 1, 2, . . . , N ≤ ∞), µ =
∑N

n=1 cnδxn のとき，
∫
fdµ =∑N

n=1 cnf(xn).

• Lebesgue測度．Lを Rの Lebesgue可測集合の全体とし，−∞ < a < b < ∞とす
る．このとき，Riemann積分可能な有界関数 f : [a, b] → Rは自動的にL[a,b]/B可測
になる．f は有界であるから，λに関して可積分であり，さらに∫ b

a
f(x)dx︸ ︷︷ ︸

Riemann 積分

=

∫
[a,b]

fdλ

が成り立つ．証明は後述する．逆に，f(x) = 1Q∩[0,1](x), x ∈ [0, 1]はRiemann積分
可能でないが，Q ∩ [0, 1] ∈ Bであるから，λに関して積分が定義できて，さらに，
λ(Q∩ [0, 1]) = 0より,

∫
[0,1] fdλ = 0となる. この意味で，Lebesgue積分はRiemann

積分の一般化になっている．以下，dλ(x) = dxと書く．

(Y, C)をもう 1つの可測空間として，T : X → Y を可測写像とする．このとき，

(µ ◦ T−1)(C) := µ(T−1(C)), C ∈ C

と定義すると，写像 µ ◦ T−1 : C → [0,∞]は測度になる．これを T による µの像測度
(image measure)と呼ぶ．

Theorem 4.2 (変数変換公式). 任意の可測関数 f : Y → Rに対して，
∫
fd(µ ◦ T−1)と∫

(f ◦ T )dµのどちらかが定義されるならもう一方も定義されて，両者は等しい．

Proof. 積分の構成より，f = 1C , C ∈ Cの場合を考えればよい．この f に対して，f ◦T =

1T−1(C)であるから，
∫
fd(µ ◦ T−1) = (µ ◦ T−1)(C) = µ(T−1(C)) =

∫
(f ◦ T )dµ.

測度 0の集合の役割. x ∈ X に関する命題が “almost everywhere” (a.e.)に成り立つと
は，ある集合N ∈ A, µ(N) = 0が存在して，すべての x /∈ N に対してその命題が成り立
つことを言う．例えば， f ≤ g a.e.と書いたら，ある集合N ∈ A, µ(N) = 0が存在して，
f(x) ≤ g(x) (∀x /∈ N)が成り立つことを意味する．積分に関する限り，測度 0の集合上で
の違いは無視してよい．

Lemma 4.3. f, g : X → Rは可測で，f = g a.e.とする．このとき，
∫
fdµ,

∫
gdµのどち

らかが定義されるならもう一方も定義されて，両者は等しい．

トリビアルな例として，f = 0 a.e.なら，
∫
fdµ = 0である．
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Proof. f(x) = g(x) (∀x /∈ N)とする．任意の非負可測関数hに対して，
∫
hdµ =

∫
X\N hdµ

を示せばよい．積分の構成より，h = 1A, A ∈ Aの場合を考えれば十分だが，このとき，∫
hdµ = µ(A) = µ(A \N) =

∫
X\N hdµ.

Example 4.2. f, g ≥ 0 or f, g ∈ L1に対して，f ≤ g a.e.なら，

f̃(x) =

f(x) if x ∈ N c

0 if x ∈ N
, g̃(x) =

g(x) if x ∈ N c

0 if x ∈ N

とおくと，f̃ = f a.e., g̃ = g a.e., f̃(x) ≤ g̃(x) (∀x ∈ X). 従って，∫
gdµ =

∫
g̃dµ =

∫
f̃dµ+

∫
(g̃ − f̃)dµ ≥

∫
f̃dµ =

∫
fdµ.

可測関数の定義を a.e.に定義された関数にまで拡張し，拡張された意味での可測関数に
対して積分を定義する．ある集合N ∈ A, µ(N) = 0に対して，N を除いた集合上で定義
された関数 f : X \N → Rが，f−1(B) = {x ∈ X \N : f(x) ∈ B} ∈ A, ∀B ∈ B∗をみた
すとき，f を a.e.に定義された可測関数と呼ぶ．a.e.に定義された可測関数 f に対して，

f̃(x) =

f(x) if x ∈ X \N
0 if x ∈ N

とおくと，f̃ : X → Rは可測であって，
∫
f̃dµが定義できるとき，f の積分を∫

fdµ :=

∫
f̃dµ

と定義する．a.e.に定義された可測関数は Fubiniの定理に現れる．

積分の性質

実数 1 ≤ p <∞に対して，∥f∥p = (
∫
|f |pdµ)1/pと定義する．

Theorem 4.3 (Hölderの不等式). f, g : X → Rを可測関数とし, p, q ∈ (1,∞)を p−1 +

q−1 = 1なる実数とすると，
∫
|fg|dµ ≤ ∥f∥p∥g∥q が成り立つ.

p = q = 2のとき，Hölderの不等式を Cauchy-Schwarzの不等式と呼ぶ．Hölderの不
等式は，左辺が +∞のときは右辺は +∞になるという意味で，f, gに対する可積分性の
条件なしに成り立つ．以下，このような注意は繰り返さない．

Proof. ∥f∥p = 0 or ∥g∥q = 0 なら fg = 0 a.e. なので，∥f∥p > 0, ∥g∥q > 0 の場合
のみ考えればよい．また，∥f∥p = +∞ or ∥g∥q = +∞なら，∥f∥p∥g∥q = +∞となっ
て，この場合は定理の結論は明らかなので，∥f∥p と ∥g∥q は有限と仮定してよい．さら
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に，f と g をそれぞれ f/∥f∥p と g/∥g∥q に取り替えて，∥f∥p = ∥g∥q = 1と仮定してよ
い．ab ≤ ap/p + bq/q (a ≥ 0, b ≥ 0)より，|fg| ≤ |f |p/p + |g|q/q. 両辺を積分して，∫
|fg|dµ ≤ 1/p+ 1/q = 1 = ∥f∥p∥g∥q を得る．

Theorem 4.4 (単調収束定理 (MCT)). fn : X → [0,∞], n ∈ Nを可測関数とし，fn(x) ↑
f(x) (∀x ∈ X)とすると，f も可測であって，∫

fndµ ↑
∫
fdµ．

Proof. f が可測なのはよい．fn に対して，単関数 fn,m で，0 ≤ fn,m ↑ fn (m → ∞)と
なるものをとり，gn = max{f1,n, . . . , fn,n}とおくと，gn は単関数で 0 ≤ gn ↑ f . 従っ
て，

∫
gndµ ↑

∫
fdµ．gn ≤ fn ≤ f より，

∫
gndµ ≤

∫
fndµ ≤

∫
fdµ．n → ∞として，∫

fdµ ≤ lim infn
∫
fndµ ≤ lim supn

∫
fndµ ≤

∫
fdµ．

MCTの重要な応用として，次の系を証明しよう．

Corollary 4.1. 可測関数 fn : X → [0,∞], n ∈ Nに対して，∫ ∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
fndµ.

Proof. gn =
∑n

m=1 fmとおくと，0 ≤ gn ↑
∑∞

m=1 fmであるから，MCTより，

n∑
m=1

∫
fmdµ =

∫
gndµ ↑

∫ ∞∑
m=1

fmdµ.

つまり非負可測関数に対しては，可算無限和と積分は自由に交換できる．

Theorem 4.5 (Fatouの補題). 可測関数 fn : X → [0,∞], n ∈ Nに対して，∫
lim inf

n
fndµ ≤ lim inf

n

∫
fndµ.

Proof. gn(x) := inf{fm(x) : m ≥ n}とおくと，gn ↑ lim infn fn =: f であるから，MCT

より，
∫
fdµ = limn

∫
gndµ．m ≥ nに対して，gn ≤ fmであるから，

∫
gndµ ≤

∫
fmdµ．

右辺において m ≥ n に関する inf をとり n → ∞ として，
∫
fdµ = limn

∫
gndµ ≤

lim infn
∫
fndµを得る．

Remark 4.2. MCTと Fatouの補題は非負可測関数列に対して成り立つ．

Theorem 4.6 (優収束定理 (DCT)). g, fn ∈ L1, n ∈ N とし，|fn(x)| ≤ g(x) (∀x ∈
X, ∀n ∈ N), fn(x) → f(x) (∀x ∈ X)とする．このとき，f ∈ L1であって，∫

fndµ→
∫
fdµ．
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Proof. |f | ≤ g より f ∈ L1 である．一方，g + fn ≥ 0 であるから，Fatou の補題よ
り，

∫
(g + f)dµ ≤ lim infn

∫
(g + fn)dµ =

∫
gdµ + lim infn

∫
fndµ．従って，

∫
fdµ ≤

lim infn
∫
fndµ．同様にして，

∫
fdµ ≥ lim supn

∫
fndµ．

Example 4.3 (“悪い関数列”の例). (X,A, µ) = (R,B, λ)とし，次の関数列を考える．

(a) fn = n−11(0,n).

(b) fn = 1(n,n+1).

(c) fn = n1[0,1/n].

(d) fn = 1[(n−2k)/2k,(n−2k+1)/2k], k ≥ 0, 2k ≤ n < 2k+1.

(a)–(c)では，それぞれ fn → 0 (一様，各点，a.e.)だが，
∫
fndx = 1である．(d)の例

では，
∫
fndx = 2−k, 2k ≤ n < 2k+1 なので，

∫
fndx → 0だが，各 x ∈ [0, 1]に対して，

fn(x) = 0となるnと fn(x) = 1となるnがそれぞれ無限個あるので，fn(x)は収束しない．

Theorem 4.7 (積分と微分の交換). 関数 f : X× (a, b) → Rを，t ∈ (a, b)を任意に固定す
ると，f(·, t) ∈ L1であって，x ∈ Xを任意に固定すると，f(x, t)は tに関して微分可能と
する．このとき，ある関数 g ∈ L1が存在して，|∂f(x, t)/∂t| ≤ g(x) (∀(x, t) ∈ X × (a, b))

なら，t 7→
∫
f(x, t)dµ(x)は微分可能であって，

d

dt

∫
f(x, t)dµ(x) =

∫
∂f(x, t)

∂t
dµ(x), t ∈ (a, b).

Proof. hn → 0, hn ̸= 0とする．平均値の定理より，

∃θ = θx,t,n ∈ [0, 1] s.t.
f(x, t+ hn) − f(x, t)

hn
=
∂f(x, t+ θhn)

∂t

であるから，|{f(x, t+ hn) − f(x, t)}/hn| ≤ g(x). よって，DCTより，

lim
n

1

hn

{∫
f(x, t+ hn)dµ(x) −

∫
f(x, t)dµ(x)

}
= lim

n

∫
f(x, t+ hn) − f(x, t)

hn
dµ(x) =

∫
∂f(x, t)

∂t
dµ(x)

となる．

Lebesgue積分とRiemann積分の関係. f : [a, b] → Rを有界な関数とする．まず Rie-

mann積分の定義を復習する．a = t0 < t1 < · · · < tn = bに対して，∆ = {tj}nj=0を [a, b]

の分割と呼び，各 jに対して，Mj = supx∈[tj−1,tj ] f(x),mj = infx∈[tj−1,tj ] f(x)とおく．

S∆f =
n∑
j=1

Mj(tj − tj−1), s∆f =
n∑
j=1

mj(tj − tj−1)
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をそれぞれ過剰和，不足和と呼ぶ．ここで，

inf
∆
S∆f = sup

∆
s∆f

が成り立つとき，f はRiemann積分可能であると言って，上式の共通の値を
∫ b
a f(x)dxと

書く．Lを Rの Lebesgue可測集合の全体とする．L[a,b] = {E ∩ [a, b] : E ∈ L}である．

Theorem 4.8. f : [a, b] → RがRiemann積分可能な有界関数なら，f は L[a,b]/B可測で
あって，

∫ b
a f(x)dx =

∫
[a,b] fdλ (左辺はRiemann積分).

Proof. G∆ =
∑n

j=1Mj1(tj−1,tj ], g∆ =
∑n

j=1mj1(tj−1,tj ]とおくと，過剰和，不足和はそれ
ぞれ S∆f =

∫
[a,b]G∆dλ, s∆f =

∫
[a,b] g∆dλと表せる．f は Riemann積分可能であるから，

[a, b]の分割の適当な増加列 {∆k} (i.e., ∆k ⊂ ∆k+1)が存在して，limk S∆k
f = limk s∆k

f =∫ b
a f(x)dxとなる．このとき，G∆k

, g∆k
はそれぞれ kに関して非増加，非減少であるから，

G = limkG∆k
, g = limk g∆k

が存在する．いま，g ≤ f1(a,b] ≤ Gであって，{g∆k
}と {G∆k

}
はそれぞれ一様有界であるから，DCTより，

∫
[a,b]Gdλ =

∫
[a,b] gdλ =

∫ b
a f(x)dxを得る．

従って，
∫
[a,b](G − g)dλ = 0であるから，G = g = f λ-a.e.を得る (cf. Exercise 4.2). こ

こで，Gは単関数の極限なので L[a,b]/B可測であって，L[a,b]の完備性より，f も L[a,b]/B
可測である (cf. Exercise 3.7)．またこのことから，

∫
[a,b] fdλ =

∫ b
a f(x)dxも得る．

演習問題

Exercise 4.1. AµをAの µに関する完備化とすると，任意のAµ可測関数 f : X → Rに
対して，あるA可測関数 g : X → Rが存在して，f = g a.e.となることを示せ．

Exercise 4.2. f : X → [0,∞]を可測とし，
∫
fdµ = 0とする．このとき，f = 0 a.e.と

なることを示せ．

Exercise 4.3. 複素数値の可積分関数 f : X → Cに対して，|
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµを示せ．

Exercise 4.4. f, g ∈ L1に対して，
∫
A fdµ =

∫
A gdµ (∀A ∈ A)とする．このとき，f = g

a.e.となることを示せ．

Exercise 4.5. 1 ≤ r, p1, . . . , pk <∞, 1/p1+· · ·+1/pk = 1/rとすると，f1 ∈ Lp1 , . . . , fk ∈
Lpk に対して，∥f1 · · · fk∥r ≤ ∥f1∥p1 · · · ∥fk∥pk を示せ．

Exercise 4.6 (Minkowski の不等式). 1 ≤ p < ∞, f, g ∈ Lp に対して，∥f + g∥p ≤
∥f∥p + ∥g∥pを示せ．また，a.e.に等しい関数を同一視すれば，(Lp, ∥ · ∥p)は実ノルム空間
になることを示せ．このことから，∥ · ∥pは Lpノルムと呼ばれる．

Exercise 4.7. 0 < p < 1のときは，f 7→ (
∫
|f |pdµ)1/pは三角不等式をみたさないので，

ノルムにならない．しかし，dp(f, g) =
∫
|f − g|pdµとして，a.e.に等しい関数を同一視す

れば，(Lp, dp)は距離空間になることを示せ．
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p = ∞に対応する Lp空間を定義する．可測関数 f : X → Rに対して，

∥f∥∞ := inf{a ≥ 0 : µ({x : |f(x)| > a}) = 0} (inf ∅ = ∞)

と定義する．すなわち，∥f∥∞ は，|f | ≤ a a.e.となる定数 aの下限である．∥f∥∞ < ∞
なら，右辺の下限は達成される：|f | ≤ ∥f∥∞ a.e. なぜなら，a = ∥f∥∞ とおくと，{x :

|f(x)| > a} =
∪
n{x : |f(x)| > a + n−1}であって，定義より右辺の µ測度は 0であるか

らである．そこで，

L∞ := L∞(X,A, µ) := {f : f : X → R, f は可測, ∥f∥∞ <∞}

と定義する．f ∈ L∞なら，g = f1{|f |≤∥f∥∞}とおくと，|g(x)| ≤ ∥f∥∞ ∀x ∈ Xであって，
f = g a.e.をみたす．すなわち，L∞は有界可測関数に a.e.に等しい関数からなる集合で
ある．

Exercise 4.8. a.e.に等しい関数を同一視すれば，(L∞, ∥ · ∥∞)がノルム空間になること
を示せ．さらに，∥fn − f∥∞ → 0となるためには，µ(Ec) = 0なる集合 E ∈ Aが存在し
て，supx∈E |fn(x) − f(x)| → 0となることが必要十分であることを示せ．

Exercise 4.9. f : X → Rを可測関数とし，ある 0 < p < ∞に対して，f ∈ Lp ∩ L∞と
する．このとき，∥f∥∞ = limq→∞ ∥f∥q を示せ．

Exercise 4.10. 0 < p < q ≤ ∞とする．

(a) µ(X) <∞なら，Lq ⊂ Lpとなることを示せ．

(b) µ(X) = ∞のときは，一般にはLq ⊂ LpでもLp ⊂ Lqでもない．(X,A, µ) = (R,B, λ)

のとき，次をみたす可測関数 f, g : R → Rを構成せよ：f ∈ Lp \ Lq, g ∈ Lq \ Lp.

Exercise 4.11. µをN上の計数測度とし，0 < p ≤ ∞に対して，ℓp := Lp(N, 2N, µ)と定
義する．すなわち，

ℓp =

{{xn}∞n=1 :
∑∞

n=1 |xn|p <∞} if 0 < p <∞
{{xn}∞n=1 : supn |xn| <∞} if p = ∞

である．0 < p < q ≤ ∞に対して，ℓp ⊊ ℓq を示せ．

Exercise 4.12. 可測関数 f : X → [0,∞]に対して，写像 ν : A → [0,∞]を

ν(A) =

∫
A
fdµ, A ∈ A

と定義する．

(a) νは (X,A)上の測度であることを示せ．
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(b) 可測関数 g : X → Rに対して，
∫
gdν と

∫
gfdµのどちらかが定義されるならもう

一方も定義されて，両者は等しいことを示せ．

Exercise 4.13. DCTを使って次の等式を示せ：

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 − x

n

)n
dx = 1.

Exercise 4.14. fn → 0,
∫
fndx→ 0となるが，|fn| ≤ g (∀n)をみたす g ∈ L1(R, λ)が存

在しない R上の可測関数列 {fn}の例を構成せよ．

Exercise 4.15 (DCTの一般化). fn, gn ∈ L1 (n = 1, 2, . . . )とし，|fn| ≤ gn (∀n), fn(x) →
f(x), gn(x) → g(x) (∀x ∈ X)とする．このとき，

∫
gndµ→

∫
gdµ <∞なら，

∫
fndµ→∫

fdµとなることを示せ．

Exercise 4.16. f ∈ L1とする．このとき，任意の ε > 0に対して，ある δ > 0が存在し
て，A ∈ A, µ(A) < δなら，

∫
A |f |dµ < εとなることを示せ．

Exercise 4.17. f(x) = (sinx)/x (x ̸= 0)とおくと，limx→0,x ̸=0 f(x) = 1より，f はR上
の連続関数に拡張できる．このとき，Lebesgue積分の意味で

∫
R f(x)dxを定義できるか．

Exercise 4.18. (0, 1)∩Q = {q1, q2, . . . }とし，0 < α < 1とする．このとき，
∑∞

n=1 2−n|x−
qn|−αは λ-a.e. x ∈ (0, 1)に対して収束することを示せ．

Exercise 4.19 (Egorov). µを有限測度，f, fn : X → R, n = 1, 2, . . . を可測関数とし，
fn(x) → f(x) ∀x ∈ Xとする．このとき，任意の ε > 0に対して，次をみたす集合E ∈ A
が存在することを示せ：µ(E) ≤ ε & supx∈Ec |fn(x) − f(x)| → 0.

ヒント：f ≡ 0 としてよい．Em,n =
∪∞
k=n{|fk| > 1/m} とおくと，∀m ∃n(m) s.t.

µ(Em,n(m)) ≤ ε/2m. そこでE =
∪∞
m=1Em,n(m)とせよ．

Exercise 4.20. Egorovの定理は µが Lebesgue測度のときはそのままでは成り立たない．
反例を構成せよ．しかし，“supx∈Ec |fn(x)−f(x)| → 0”の部分を “supx∈[−A,A]∩Ec |fn(x)−
f(x)| → 0 (∀A > 0)”とすれば正しい．これを示せ．
ヒント：前問のヒントにおいて，Em,n = (

∪∞
k=n{|fk| > 1/m}) ∩ [−m,m]とせよ．

以下，f : R → RをLebesgue測度に関して可積分な関数とする．ある定数 c1, . . . , ck ∈ R
と a0 < a1 < · · · < ak が存在して，q(x) =

∑k
j=1 cj1(aj−1,aj)(x) の形に表される関数をス

テップ関数と呼ぶ．

Exercise 4.21. ε > 0を givenとする．

(a) 次をみたすステップ関数 qが存在することを示せ：
∫
|f − q|dx < ε．

ヒント：まず f を単関数で近似する．単関数表示に現れる各集合を Lemma 2.1より
開区間の和で近似する．
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(b) 有界区間の外では 0となる連続関数 g : R → Rが存在して，
∫
|f − g|dx < εとなる

ことを示せ．

Remark 4.3 (Littlwoodの 3原理). Littlewoodの 3原理とは，おおまかに言って，次の
(i)–(iii)のことである．

(i) R上の Lebesgue可測集合はだいたい区間の有限和である．

(ii) Lebesgue測度に関する可積分関数はだいたい連続関数である．

(iii) 各点収束する関数列はだいたい一様収束する．

第 1原理は Lemma 2.1に対応する (各 Lebesgue可測集合に対して，Lebesgue測度 0の差
しかないBorel集合が存在するので，Lemma 2.1のAは Lebesgue可測集合としても正し
い)．第 2原理は Exercise 4.21 (b)に対応する．第 3原理は Egorovの定理 (cf. Exercise

4.19 & Exercise 4.20)に対応する．

Exercise 4.21より，f の積分はステップ関数や連続関数の積分で近似できることがわか
る．このような近似にもとづいて，f の積分の性質を調べることができる．

Exercise 4.22. (Riemann-Lebesgueの補題)

lim
n→∞

∫
f(x) cos(nx)dx = 0

を示せ．

Exercise 4.23.

lim
h→0

∫
R
|f(x+ h) − f(x)|dx = 0

を示せ．

次の Lusinの定理も Littlewoodの第 2原理のバージョンと言える．

Exercise 4.24 (Lusin). 任意の ε > 0に対して，次をみたす集合 E ∈ Bが存在すること
を示せ：λ(E) ≤ ε & f のEcへの制限 f |Ec が連続になる.

ヒント：各nに対して，
∫
|f−fn|dx ≤ ε/4nなる連続関数fnが存在する．En = {|f−fn| >

1/2n}とおくと，λ(En) ≤ ε/2nである．あとはE =
∪∞
n=1Enとせよ．

Lusinの定理はもともとの f が Ec上で連続であることを意味するわけではない．例え
ば，1QはR上の関数としていたるところ不連続であるが，R \Qへの制限は (1Q)|R\Q ≡ 0

だから連続である．
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5 直積測度

(X,A, µ), (Y, C, ν)を σ-finiteな測度空間とする．D = {A × C : A ∈ A, C ∈ C}とおい
て，ρ : D → [0,∞]を

ρ(A× C) := µ(A)ν(C), A ∈ A, C ∈ C

と定義する．ρをA× C := σ(D)上の測度に拡張したい．
まずρがD上で可算加法的になることを確認する．すなわち，排反なAn×Cn ∈ D, n ∈ N

に対して，
∪∞
n=1(An × Cn) ∈ D なら，ρ(

∪∞
n=1(An × Cn)) =

∑∞
n=1 ρ(An × Cn)となる

ことを示す．ここで，
∪∞
n=1(An × Cn) ∈ A × C より，ある A ∈ A, C ∈ C が存在して，∪∞

n=1(An × Cn) = A× C と表せる．An × Cn, n ∈ Nは排反であるから，

1A(x)1C(y) = 1A×C(x, y) =

∞∑
n=1

1An×Cn(x, y) =

∞∑
n=1

1An(x)1Cn(y).

両辺を yに関して積分すると，MCTより，

1A(x)ν(C) =

∞∑
n=1

1An(x)ν(Cn).

次に，xについて積分すると，再びMCTより，

µ(A)ν(C) =

∞∑
n=1

µ(An)ν(Cn).

左辺= ρ(A× C), 右辺=
∑∞

n=1 ρ(An × Cn)であるから，求める主張を得る．
あとの議論は Theorem 2.1の証明と同様である．まずDは fieldでないが，

D =

{
n∪

m=1

Dm : D1, . . . , Dn ∈ Dは排反, n ∈ N

}

は fieldであって，σ(D) = σ(D) = A× Cである．ρをD上に

ρ

(
n∪

m=1

Dm

)
:=

n∑
m=1

ρ(Dm), D1, . . . , Dn ∈ Dは排反

と拡張すれば，ρは well-definedであって，D上で可算加法的であることが示せる．従っ
て，Carathéodoryの拡張定理より，次の定理を得る．

Theorem 5.1. ρはA× C上の測度に一意に拡張できる．
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こうして構成されたA× C上の測度 ρを µと νの直積測度 (product measure)と呼び，
ρ = µ× νと書く．
この操作を繰り返せば，σ-finiteな測度空間 (Xi,Ai, µi), 1 ≤ i ≤ nに対して，A1×· · ·×An

上の測度 ρであって，

ρ(A1 × · · · ×An) = µ1(A1) · · ·µ(An), A1 ∈ A1, . . . , An ∈ An

をみたすものが一意に存在することが示せる．ρ = µ1 × · · · × µn =
∏n
i=1 µiと書く．

(Xi,Ai) = (R,B), µi = λのとき，(Rn,Bn)上の直積測度 λn := λ × · · · × λを n次元
Lebesgue測度と呼ぶ．

dλn(x) = dx = dx1 · · · dxn, x = (x1, . . . , xn)

と書く．

Remark 5.1. Bnの λnに関する完備化を L(Rn)とおくと，L(Rn)に属する集合を n次
元 Lebesgue集合と呼ぶ．注意として，

Ln := L × · · · × L ⊊ L(Rn)

である．Ln ⊂ L(Rn)はよい．また，例えば，n = 2のとき，V ⊂ RをVitali集合として，
A = V ×∅とおくと，A /∈ L2であるが，A ⊂ R×∅, λ2(R×∅) = 0より，A ∈ L(R2)で
ある．ただし，L(Rn)はこのあとほとんど登場しない (特に断わらない限り，Rnには Bn

を入れる)．

Fubiniの定理

n = 2の場合に戻り，D = {A× C : A ∈ A, C ∈ C}, ρ = µ× νとする．µ, νは σ-finite

と仮定している．適当な条件の下で，直積測度に関する積分が逐次積分に等しいことを保
証する定理 (群)を Fubiniの定理と呼ぶ．まず指示関数の積分を考える．

Theorem 5.2 (Fubini．指示関数の場合). 任意の E ∈ A × C に対して，(i) y ∈ Y を任
意に固定すると，1E(x, y)は xの関数としてA可測，(ii) y 7→

∫
1E(x, y)dµ(x)は C可測，

(iii) ρ(E) =
∫∫

1E(x, y)dµ(x)dν(y).

Remark 5.2. 議論は対称なので，(i)’ x ∈ X を任意に固定すると，1E(x, y)は yの関数
として C可測，(ii)’ x 7→

∫
1E(x, y)dν(y)はA可測，(iii)’ ρ(E) =

∫∫
1E(x, y)dν(y)dµ(x)，

も成り立つ．特に，任意のE ∈ A× Cに対して，∫∫
1E(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫∫
1E(x, y)dν(y)dµ(x)

となる．Theorem 5.3と Theorem 5.4についても同様の注意が当てはまる．
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Proof. µ, νは σ-finiteであるから，µ(X) <∞, ν(Y ) <∞と仮定して定理を証明すれば十
分である．Eを (i)–(iii)が成り立つE ∈ A×Cの全体とする．π-λ定理を使って，E = A×C
を示す．まず Dが πシステムであることと，D ⊂ E はよい．従って，E が λシステムで
あることを示せば，E ⊂ σ(D) = A× C, すなわち，E = A× Cが従う．
Step 1. X × Y ∈ E はよい．
Step 2. E,F ∈ E , E ⊂ F なら，F \ E ∈ E であることを示す．1F\E = 1F − 1E

であるから，(i)はよい．次に，
∫

1F\E(x, y)dµ(x) =
∫

1F (x, y)dµ(x) −
∫

1E(x, y)dµ(x)

であるから，(ii) もよい (ここで，µ(X) < ∞ より，∞ − ∞ は起こらない)．最後に，∫∫
1F\E(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫∫
1F (x, y)dµ(x)dν(y) −

∫∫
1E(x, y)dµ(x)dν(y) = ρ(F ) −

ρ(E) = ρ(F \E)であるから，(iii)もよい (再び，ν(Y ) <∞より，∞−∞は起こらない)．
Step 3. En ∈ E , En ↑ E なら，E ∈ E であることを示す．1En ↑ 1E より，(i)はよい．

次に，MCTより，
∫

1En(x, y)dµ(x) ↑
∫

1E(x, y)dµ(x)であるから，(ii)もよい．最後に，
再びMCTより，

∫
{
∫

1En(x, y)dµ(x)}dν(y) ↑
∫
{
∫

1E(x, y)dµ(x)}dν(y). En ∈ Eより，左
辺= ρ(En) ↑ ρ(E)であるから，ρ(E) =

∫∫
1E(x, y)dµ(x)dν(y)を得る．

次に非負可測関数の積分を考える．

Theorem 5.3 (Fubini. 非負可測関数の場合). 非負可測関数 f : X×Y → [0,∞]に対して，
(i) y ∈ Y を任意に固定すると，f(x, y)は xの関数としてA可測，(ii) y 7→

∫
f(x, y)dµ(x)

は C可測，(iii)
∫
fdρ =

∫∫
f(x, y)dµ(x)dν(y).

Remark 5.3 (重要!). 非負可測関数に対しては，直積測度に関する積分が常に逐次積分
に一致する．また，対称性より，非負可測関数の逐次積分の順序は自由に交換できる．こ
の事実はあとで頻繁に用いる．

Proof. Theorem 5.2より，非負単関数に対して定理が成り立つことがわかる．一般の非負
可測関数 f に対しては，非負単関数列で，↑ f となるものとればよい．

最後に一般の可測関数に対する Fubiniの定理を述べる．

Theorem 5.4 (Fubini. 一般の可測関数の場合). f ∈ L1(X × Y,A× C, ρ)に対して，(i)

y ∈ Y を任意に固定すると，f(x, y)は xの関数としてA可測，(ii) y 7→
∫
f(x, y)dµ(x)は

ν-a.e.に定義された C可測関数であって，(iii)
∫
fdρ =

∫∫
f(x, y)dµ(x)dν(y).

Proof. f = f+ − f−と分解する．(i)はよい．(ii)は Theorem 5.3より，

y 7→
∫
f+(x, y)dµ(x), y 7→

∫
f−(x, y)dµ(x)

はA可測であって，f ∈ L1(X × Y,A× C, ρ)より，∫∫
f+(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫
f+dρ <∞,

∫∫
f−(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫
f−dρ <∞
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である．従って，

y 7→
∫
f(x, y)dµ(x) =

∫
f+(x, y)dµ(x) −

∫
f−(x, y)dµ(x)

は ν-a.e.に定義された C可測関数である．実際，

F1(y) =

∫
f+(x, y)dµ(x), F2(y) =

∫
f−(x, y)dµ(x)

とおくと，F1 < ∞, F2 < ∞ ν-a.e.である．そこで，N = {F1 = ∞} ∩ {F2 = ∞}とお
くと，ν(N) = 0であって，F̃i(y) = Fi(y)1Y \N (y), i = 1, 2と定義すれば，各 F̃iは C可測
であるから，F̃1 − F̃2も C可測である．F1 − F2は Y \N 上で定義されていて，その上で
F̃1 − F̃2に一致するから，ν-a.e.に定義された C可測関数であることが確かめられた．最
後に，∫∫

f(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫∫
f+(x, y)dµ(x)dν(y) −

∫∫
f−(x, y)dµ(x)dν(y)

=

∫
f+dρ−

∫
f−dρ =

∫
fdρ

より，(iii)もよい．

Theorem 5.4より，f ∈ L1(X × Y,A× C, ρ)に対して，∫∫
f(x, y)dµ(x)dν(y) =

∫∫
f(x, y)dν(y)dµ(x)

が成り立つ．f ∈ L1(X × Y,A× C, ρ)を確認するには，|f |は非負なので，逐次積分∫∫
|f(x, y)|dµ(x)dν(y),

∫∫
|f(x, y)|dν(y)dµ(x)

のうちどちらか評価しやすい方を計算して，それが有限であることを示せばよい．
Fubiniの定理において，µ, νが σ-finiteという仮定は本質的である．

Example 5.1. X = (0, 1),A = B(0,1), µ = λ|B(0,1)
, Y = (0, 1), C = 2Y , ν(C) = Card(C), C ∈

Cとする．νは σ-finiteでない．

f(x, y) =

1 if x = y

0 if x ̸= y

とおくと，f はA× C可測である．ところが，∫
Y
f(x, y)dν(y) = Card({x}) = 1 より，

∫
X

∫
Y
f(x, y)dν(y)dµ(x) = 1.

一方， ∫
X
f(x, y)dµ(x) = λ({y}) = 0より，

∫
Y

∫
X
f(x, y)dµ(x)dν(y) = 0.
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Rnにおける変数変換

U ⊂ Rn を開集合とすると，写像 φ = (φ1, . . . , φn) : U → φ(U) ⊂ Rn が微分同相
(diffeomorphism)であるとは，φが 1対 1な C1級写像であって，その Jacobi行列

(Dφ)(x) = (∂φi(x)/∂xj)1≤i,j≤n =

∂φ1(x)/∂x1 · · · ∂φ1(x)/∂xn
...

. . .
...

∂φn(x)/∂x1 · · · ∂φn(x)/∂xn


が各 x ∈ U において正則であることを言う．このとき，逆関数定理より，φ(U)は開集合
であって，φ−1 : φ(U) → U も C1級である．(Dφ)(x)の行列式

Jφ(x) := det(Dφ)(x)

を φの Jacobianと呼ぶ．

Theorem 5.5. U ⊂ Rnを開集合とし，φ : U → φ(U) ⊂ Rnを微分同相とする．このと
き，Bnφ(U)/B可測関数 f : φ(U) → Rに対して，f ≥ 0 or f ∈ L1(φ(U), λn)なら，∫

φ(U)
f(y)dy =

∫
U
f(φ(x))|Jφ(x)|dx

が成り立つ．

この定理の証明は，Folland (1999, Theorem 2.47)を参照せよ．もちろん，Theorem 5.5

は特殊な場合には，Riemann積分に対する変数変換公式に帰着する．

演習問題

Exercise 5.1. E ∈ Bnを λn(Rn \E) = 0なる集合とする．このとき，EはRnで稠密で
あることを示せ．

Exercise 5.2. f : Rn → R+を連続関数とする．このとき，
∫
Rn f(x)dx = 0 なら f(x) =

0 (∀x ∈ Rn)であることを示せ．

Exercise 5.3. (X,A, µ), (Y, C, ν)を σ-finiteな測度空間とし，(X ×Y,A×C, ρ)をその直
積測度空間とする (ρ = µ× ν). 可測関数 f : X × Y → Rに対して，次の 3条件が同値な
ことを示せ．

(i) f = 0 ρ-a.e.

(ii) µ-a.e. xに対して，f(x, y) = 0 ν-a.e. y.

(iii) ν-a.e. yに対して，f(x, y) = 0 µ-a.e. x.
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Exercise 5.4. F,GをそれぞれR上の右連続かつ非減少な関数とし，µ, νをそれぞれF,G

に対応する Lebesgue-Stieltjes測度とする．積分
∫
· dµを

∫
· dF とも書くことにする．

(a) 次の等式を示せ．∫
(a,b]

{F (y) − F (a)}dG(y) = (µ× ν)({(x, y) : a < x ≤ y ≤ b}).

(b) 次の等式を示せ．∫
(a,b]

F (y)dG(y) +

∫
(a,b]

G(x)dF (x) = F (b)G(b) − F (a)G(a) +
∑
a<x≤b

µ({x})ν({x}).

Exercise 5.5. µを (R,B)上の有限測度とし，F (x) = µ((−∞, x])とおく．このとき，∫
{F (x+ c) − F (x)}dx = cµ(R)

を示せ．

Exercise 5.6. a, b > 0に対して，∣∣∣∣∫ b

0

sinx

x
e−axdx− π

2

∣∣∣∣ ≤ arctan(a) + δ(b)

を示せ．ただし，limb→∞ δ(b) = 0である．特に，

lim
b→∞

∫ b

0

sinx

x
dx =

π

2
, lim

a↓0

∫ ∞

0

sinx

x
e−axdx =

π

2

となる．
ヒント：e−xy sinxを xと yに関して積分する．

Exercise 5.7. x ∈ Rn, r ∈ Rと B ∈ Bn に対して，B + x := {y + x : y ∈ B}, rB :=

{ry : y ∈ B} ∈ Bnを示せ．また，

λn(B + x) = λn(B), λn(rB) = |r|nλn(B)

を示せ．B ∈ L(Rn)ならどうか．

Exercise 5.8 (表面測度). Rn の標準ノルムを |x| =
√∑n

m=1 x
2
m と書く．n ≥ 2とし，

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}を Rnの単位球面とする．Rnから決まる Sn−1の相対位相に
関する Borel σ-fieldを B(Sn−1)とおき，0 ≤ a < bと A ∈ B(Sn−1)に対して，Ca,b(A) =

{rx′ : r ∈ (a, b],x′ ∈ A}とおく．
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(a) Ca,b(A) ∈ Bn を示せ．さらに，σ(A) := nλn(C0,1(A)), A ∈ B(Sn−1)と定義する
と，σが (Sn−1,B(Sn−1))上の有限測度になることを示せ．σを Sn−1上の表面測度
(surface measure)と呼ぶ．

(b) 可測関数 f : Rn → Rに対して，f ≥ 0 or f ∈ L1(λn)なら，∫
Rn

f(x)dx =

∫ ∞

0

{∫
Sn−1

f(rx′)dσ(x′)

}
rn−1dr

を示せ．

(c) σ(Sn−1) = 2πn/2/Γ(n/2)を示せ．ただし，Γ(α)はガンマ関数である：

Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1e−xdx.

Remark 5.4. σ̃(A) := σ(A)/σ(Sn−1), A ∈ B(Sn−1)とおけば σ̃は (S,B(Sn−1))上の確率
測度 (全測度が 1の測度)である．σ̃のことを Sn−1上の一様分布とも呼ぶ．

Exercise 5.9 (Okamoto (1973)). f(x1, . . . , xn)を x1, . . . , xnの多項式とし，恒等的に 0

でないとする．このとき，集合

Nn = {(x1, . . . , xn) : f(x1, . . . , xn) = 0}

の n次元 Lebesgue測度は 0であることを示せ：λn(Nn) = 0.
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Part II. 確率空間と大数の法則

本パートから確率論に入る．まず，確率論の基本的な概念を一通り紹介したあと，大数
の弱法則と強法則を証明する．大数の法則は結果そのものも重要であるが，その証明に使
われるテクニック，特に Borel-Cantelliの補題，に習熟することも重要である．

6 確率空間

確率空間 (probability space) (Ω,F , P )とは全測度が 1の測度空間である．すなわち，
(Ω,F , P )は測度空間であって，P (Ω) = 1をみたすものである．P を確率測度 (probability

measure, p.m.)と呼ぶ．F に属する集合を事象 (event)とも言う．慣例として，確率空間
では，a.e.の代わりに，“a.s.” (almost surely)と書く．次の補題は，Carathéodoryの拡張
定理の一意性の証明から直ちに従う (π-λ定理の簡単な，しかし重要な応用である)．

Lemma 6.1. ある πシステム上で一致する 2つの p.m.’sは，その πシステムが生成する
σ-field上でも一致する．

可測空間 (S,S)が与えられたとき，可測写像 X : Ω → S を S 値確率変数 (S-valued

random variable (r.v.)) と呼ぶ．単に r.v.と書いたら R-valued r.v.を意味するものとす
る．S-valued r.v. X の像測度 P ◦X−1を L(X)と書いて，X の分布 (distribution)と呼

ぶ．L(X) = L(Y )のとき，X d
= Y と書く．

直積 σ-fieldの定義より，可測空間 (Si,Si), 1 ≤ i ≤ nが与えられたとき，写像

X = (X1, . . . , Xn) : Ω →

(
n∏
i=1

Si,

n∏
i=1

Si

)

が (
∏n
i=1 Si)-valued r.v.であることは，各Xiが Si-valued r.v.であることと同値である．

証明は，Lemma 3.4と全く同様である． 念のために，n = 2の場合に確認してみよう．
S1×S2 = σ({B1×B2 : Bi ∈ Si, i = 1, 2}であるから，XがS1×S2可測なことは，X−1(B1×
B2) ∈ F (∀Bi ∈ Si, i = 1, 2)と同値である．ここで，X−1(B1×B2) = X−1

1 (B1)∩X−1
2 (B2)

であって，これが任意のBi ∈ Si (i = 1, 2)に対してFに属していることは，各XiがF/Si
可測なことと同値である．

(X1, . . . , Xn)の分布L(X1, . . . , Xn)をX1, . . . , Xnの同時分布 (joint distribution)と呼
ぶ．特に，各XiがR-valued r.v.のとき，(X1, . . . , Xn)を確率ベクトル (random vector)

と呼ぶ．

分布関数. r.v. X : Ω → Rに対して，

F (x) := P (X ≤ x), x ∈ R

をX の分布関数 (distribution function, d.f.)と呼ぶ．d.f. F は次の性質をみたす．
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(i) F は右連続かつ非減少.

(ii) limx→−∞ F (x) = 0, limx→∞ F (x) = 1．

さらに，F (x−) = limy↑x F (y) = P (X < x), F (x) − F (x−) = P (X = x)である．
(i), (ii)とTheorem 2.1より，L(X)は d.f. F から一意に決まる (π-λ定理を直接適用し

てもよい)．逆に，関数 F : R → [0, 1]が (i)と (ii)をみたすなら，Theorem 2.1より，

µ((a, b]) = F (b) − F (a), −∞ ≤ a < b <∞

をみたす (R,B)上の p.m. µ (Lebesgue-Stieltjes測度)が一意に決まる．そこで，確率空
間を (Ω,F , P ) = (R,B, µ)とし，X をX(ω) = ω, ω ∈ Ωとすれば，

µ(X ≤ x) = µ((−∞, x]) = F (x).

すなわち，X は F を d.f.にもつ r.v.である．以上の議論より，次の定理を得る．

Theorem 6.1. 関数 F : R → [0, 1]がある r.v.の d.f.になるための必要十分条件は，それ
が (i)と (ii)をみたすことである．このとき，F を d.f.にもつ分布が一意に決まる．

以下，多くの場合，分布と d.f.を同一視する．

Theorem 6.1の証明は，与えられた分布をもつ r.v.を適当な確率空間に具体的に構成し
ている．この議論は µが一般の可測空間 (S,S)上の測度であっても成り立つ．すなわち，

• 確率空間を (Ω,F , P ) = (S,S, µ)とし，

• X をX(ω) = ω, ω ∈ Ωとすれば，

X は S-valued r.v.であって，L(X) = µとなる．

与えられた d.f.をもつ r.v.の別の構成法. 与えられたd.f.をもつ r.v.は (0, 1)上の一様乱
数を用いて発生させることができる．d.f. F に対して，F の分位点関数 (quantile function)

F−1を
F−1(p) := inf{x ∈ R : F (x) ≥ p}

と定義する．F−1は左連続かつ非減少である．分位点関数に関して不案内な場合は，竹村
(1991, p.16-19)を参照せよ．U(0, 1)は (0, 1)上の Lebesgue測度 (一様分布)を表す．

Theorem 6.2. U ∼ U(0, 1)に対して，F−1(U) ∼ F .

Proof. F−1(p) ≤ x ⇔ p ≤ F (x) であるから，P (F−1(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)) =

F (x).
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密度関数. d.f. F がある非負可測関数 f : R → R+を用いて，

F (x) =

∫ x

−∞
f(y)dy (∗)

と表せるとき，F を絶対連続 (absolutely continuous)であると言って，f を F の密度
(density)と呼ぶ．定義より， ∫

f(x)dx = 1 (∗∗)

である．このとき，µ = L(X)は，

µ(A) =

∫
A
f(x)dx, A ∈ B

と表せる．F の密度 f は λ-a.e.に一意である．なお，後述する Lebesgueの微分定理 (The-

orem 25.4)より，F は λ-a.e.に微分可能であって，F ′ = f λ-a.e.となる．
逆に，(∗∗)をみたす非負可測関数 f : R → R+ が与えられたとき，F を (∗)と定義す

れば，F は d.f.になる．(∗∗)をみたす非負可測関数を確率密度関数 (probability density

function)と呼ぶ．

Example 6.1 (連続だが絶対連続でない d.f.の例). 絶対連続な d.f.は連続であるが，そ
の逆は成り立たない．例えば，F : [0, 1] → [0, 1]をCantor関数とし，F を F (x) = 0 (x <

0), F (x) = 1 (x > 1)として R上の関数に拡張すると，拡張された F は連続な d.f.であ
る．仮に F が絶対連続として，f をその密度とすると，f はR \ [0, 1]上では (a.e.)に 0で
ある．さらに，Cantor関数の構成より，λ(U) = 1なる開集合U ⊂ [0, 1]が存在して，F は
各 x ∈ U の十分小さい近傍上で一定となるから，f = 0 a.e. x ∈ U である．ゆえに f = 0

a.e. x ∈ Rとなるが，これは
∫
R f(x)dx = 1に反する．この例に現れた d.f. F に対応する

分布を Cantor分布と呼ぶ．

期待値. R-valued r.v. X : Ω → Rに対して，積分
∫
XdP が存在するとき，その期待値

(expectation)を

E[X] :=

∫
XdP

と定義する．積分の線形性より，X,Y が r.v.’sで，E[|X|] <∞, E[|Y |] <∞なら，

E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ], a, b ∈ R

が成り立つ．
変数変換公式より，期待値は分布に関する積分に帰着する．X を S-valued r.v.とし,

g : S → Rを可測とすると，g(X)は r.v.であって，E[g(X)]が定義できるなら，

E[g(X)] =

∫
gdµ, µ = L(X)
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となる．さらに，r.v. X : Ω → Rの d.f. F が密度 f をもてば，

E[g(X)] =

∫
gdF =

∫
g(x)f(x)dx

となる (cf. Exercise 4.12).

ある p > 0に対して，E[|X|p] <∞なら，0 < ∀q ≤ pに対して，|X|q ≤ 1 + |X|pより，
E[|X|q] ≤ 1 + E[|X|p] <∞である．E[X2] <∞のとき，X の分散 Var(X)を

Var(X) := E[(X −E[X])2] = E[X2] − (E[X])2

と定義する．また，E[X2] < ∞, E[Y 2] < ∞のとき，Cauchy-Schwarzの不等式より，
E[|XY |] ≤ (E[X2])1/2(E[Y 2])1/2 <∞である．このとき，X,Y の共分散 Cov(X,Y )を

Cov(X,Y ) := E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ] − E[X]E[Y ]

と定義する．Cov(X,X) = Var(X)である．
I を Rの区間とすると，φ : I → Rが凸関数 (convex function)であるとは，任意の

x, y ∈ I と θ ∈ [0, 1]に対して，

φ(θx+ (1 − θ)y) ≤ θφ(x) + (1 − θ)φ(y)

となることを言う．

Theorem 6.3 (Jensenの不等式). I を Rの区間とし，φ : I → Rを凸関数とする．ま
た，X を P (X ∈ I) = 1なる r.v.とする．このとき，φ(X)は a.s.に定義された r.v.であ
る．さらに，E[|X|] < ∞なら，E[φ(X)]は定義でき，−∞ < E[φ(X)] ≤ ∞であって，
φ(E[X]) ≤ E[φ(X)]が成り立つ．

Jensenの不等式の前に，凸関数に関する基本的な結果を述べておく．まず，x, y, z ∈
I, x < y < z に対して，θ = (z − y)/(z − x)とおくと，y = θx + (1 − θ)z であるから，
φ(y) ≤ θφ(x) + (1 − θ)φ(z)である．これを書き直して，

φ(y) − φ(x)

y − x
≤ φ(z) − φ(x)

z − x

を得る．同様にして，x, y, z ∈ I, x < y < zに対して，

φ(y) − φ(x)

y − x
≤ φ(z) − φ(y)

z − y

となる．x, yが I の内点なら，inf I < a < b < x < y < c < d < sup I に対して，

φ(b) − φ(a)

b− a
≤ φ(y) − φ(x)

y − x
≤ φ(d) − φ(c)

d− c

51



であるから，

|φ(y) − φ(x)| ≤ |y − x| · max {|(φ(b) − φ(a))/(b− a)| , |((φ(d) − φ(c))/(d− c)|}

である．よって，Iの内部の各有界区間上で φは Lipschitz連続である．特に，φは Iの内
部で連続である (端点では連続とは限らない)．
次に，Iの内点 xに対して，y 7→ (φ(y)−φ(x))/(y− x)は (x,∞)∩ I上で非減少である

から，右微分

D+φ(x) := lim
y↓x

φ(y) − φ(x)

y − x

が存在する．同様に y 7→ (φ(y)−φ(x))/(y−x)は (−∞, x)∩ I上で非減少であるから，左
微分

D−φ(x) := lim
y↑x

φ(y) − φ(x)

y − x

も存在して，−∞ < D−φ(x) ≤ D+φ(x) <∞となる．このとき，任意のa ∈ [D−φ(x), D+φ(x)]

と y ∈ I に対して，
φ(y) ≥ φ(x) + a(y − x)

となる．すなわち，次の補題を得る．

Lemma 6.2. IをRの区間とし，φ : I → Rを凸関数とする．また，cを Iの内点とする．
このとき，∃a ∈ R s.t. φ(x) ≥ φ(c) + a(x− c) (∀x ∈ I)となる．

Remark 6.1. この補題は cが I の端点のときは成り立たない．例えば，I = R+, φ(x) =

1{0}(x), x ∈ R+という関数を検討してみればよい．

次の系は条件付き期待値に対する Jensenの不等式の証明に用いる．この系の証明は演
習問題とする．

Corollary 6.1. I を開区間とし，φ : I → Rを凸関数とする．このとき，高々可算個の
an, bn ∈ Rが存在して，φ(x) = supn(anx+ bn) (∀x ∈ I)と表せる．

Proof of Theorem 6.3. φ(X)が a.s.に定義された r.v.であることを確認する．φが可測で
あることを示せばよいが，これは φの I の内部での連続性から明らかである．
次に，c = E[X]とおく．cが I の端点なら，X = c a.s.であるから，定理の結論は明

らかである．よって，cが I の内点の場合を考えればよい．このとき，Lemma 6.2より，
∃a ∈ R s.t. φ(X) ≥ φ(c) + a(X − c)であるから，E[φ(X)−] <∞である．さらに，両辺
の期待値をとって，E[φ(X)] ≥ φ(c) + a(E[X] − c) = φ(c)を得る．

Example 6.2. φ(x) = x log x, x > 0に対して，φ(0) = limx↓0 φ(x) = 0として，φをR+

に拡張すれば，φはR+上の凸関数であって，さらに，φ(x) ≥ −e−1 ∀x ∈ R+である．よっ
て，可積分な r.v. X ≥ 0に対して，E[φ(X)]は定義でき，E[φ(X)] ≥ φ(E[X])となる．
右辺は有限なので，H(X) := E[φ(X)]−φ(E[X])はwell-definedであって，H(X) ≥ 0で
ある．H(X)をX のエントロピーと呼ぶ．
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Jensenの不等式の多変数への拡張を述べよう．C ⊂ Rkが凸集合であるとは，

x,y ∈ C, θ ∈ [0, 1] ⇒ θx + (1 − θ)y ∈ C

がみたされることを言う．φ : C → Rが凸関数であるとは，任意の x,y ∈ C と θ ∈ [0, 1]

に対して，
φ(θx + (1 − θ)y) ≤ θφ(x) + (1 − θ)φ(y)

となることを言う．

Theorem 6.4 (多変数の Jensenの不等式). C ⊂ RkをBorel可測な凸集合とし，φ : C →
Rを凸関数とする．また，X = (X1, . . . , Xk)を C に値をとる Rk-valued r.v.とし，各
1 ≤ j ≤ k に対して，E[|Xj |] < ∞とする．このとき，φ(X)が r.v.なら，E[φ(X)]が
定義でき，−∞ < E[φ(X)] ≤ ∞であって，φ(E[X]) ≤ E[φ(X)]が成り立つ． ただし，
E[X] = (E[X1], . . . , E[Xk])である．

いくつか注意を述べておく．k ≥ 2では，凸集合は必ずしもBorel可測でない．例えば，
D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}とし，S ⊂ ∂D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}を R2の
Borel非可測な集合とすると，C = D ∪ Sは Borel非可測な凸集合である．そのような S

が存在することは，濃度の比較からわかる．すなわち，B2は可算生成であるから，連続
体濃度をもつが，2∂Dは連続体濃度よりも真に大きい濃度をもつから，∂Dの部分集合の
うち Borel非可測なものが存在する．
また，φはCの内部では連続であるが，Cの境界では連続とは限らない．さらに，Cが

Borel可測であっても，φ(X)が r.v.になるとは限らない．例えば，先ほどの例で，C =

D ∪ ∂D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}とし，S ⊂ ∂Dを Borel非可測な集合とする．ここで，
φ(x, y) = 1S(x, y), (x, y) ∈ C とおくと，φは凸関数であるが可測ではない．

Theorem 6.4の証明はDudley (2002, Theorem 10.2.6)を参照せよ．

Theorem 6.5 (Markovの不等式). r.v. X ≥ 0に対して，P (X ≥ t) ≤ E[X]/t (∀t > 0).

Proof. E[X] ≥ E[X1{X≥t}] ≥ tP (X ≥ t).

φ : R+ → R+を非減少であって，φ(x) > 0 (∀x > 0)とする．X を r.v.とし，t > 0と
すると，|X| ≥ tなら φ(|X|) ≥ φ(t)であるから，Markovの不等式より，

P (|X| ≥ t) ≤ P (φ(|X|) ≥ φ(t)) ≤ E[φ(|X|)]
φ(t)

.

特に，φ(x) = x2とすれば，
P (|X| ≥ t) ≤ t−2E[X2]

となる．これを Chebyshevの不等式とも呼ぶ．
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確率変数の収束. X,Xn, n ∈ Nを r.v.’sとする．limnXn = X と書いたら，limnXnが
存在してX に等しい，という意味だと約束すると，

{lim
n
Xn = X} = {lim sup

n
Xn = lim inf

n
Xn = X} ∈ F .

そこで，P (limnXn = X) = 1 のとき，XnはXに a.s.収束する (converge almost surely)

と言う．このとき，Xn → X a.s.と書く．
Xn が X に 確率収束 する (converge in probability) とは，任意の ε > 0 に対して，

limn P (|Xn −X| > ε) = 0となることを言う．このとき，Xn
P→ X と書く．

0 < p < ∞ に対して，Xn が X に Lp収束する (converge in Lp) とは，Xn, X ∈
Lp & limnE[|Xn −X|p] = 0となることを言う．このとき，Xn → X in Lpと書く．

Lemma 6.3. (i) Xn → X a.s. or Xn → X in Lp ⇒ Xn
P→ X．(ii) Xn

P→ X & Xn
P→

Y ⇒ X = Y a.s.

Proof. (i). Xn → X a.s.なら，1{|Xn−X|}>ε → 0 a.s. よって，DCTより，P (|Xn −X| >
ε) = E[1{|Xn−X|>ε}] → 0．Xn → X in Lpなら，Markovの不等式より，P (|Xn −X| >
ε) ≤ ε−pE[|Xn −X|p] → 0.

(ii). P (|X−Y | > ε) ≤ P (|X−Xn| > ε/2)+P (|Xn−Y | > ε/2) → 0より，P (|X−Y | ≤
ε) = 1. εm ↓ 0 のとき，{|X − Y | ≤ εm} ↓ {X = Y } であるから，P (X = Y ) =

limm P (|X − Y | ≤ εm) = 1.

Remark 6.2. 一般に，Xn
P→ X ̸⇒ Xn → X in Lpである．実際，X を E[|X|] = ∞な

る r.v.とし，Xn = n−1Xとおくと，Xn
P→ 0だが，E[|Xn|] = ∞. 確率収束からモーメン

トの収束を保証するには，以下で述べる一様可積分性なる条件が必要 (かつ十分)である．

また，一般にXn
P→ X ̸⇒ Xn → X a.s.である (cf. Exercise 9.5)．

Lemma 6.4. f : R → Rが連続，Xn
P→ X なら，f(Xn)

P→ f(X). f が有界連続なら，
f(Xn) → f(X) in L1.

Proof. ε, η > 0を任意に固定する．M > 0を十分大きく選んで，P (|X| > M) ≤ ηとす
ると，{|Xn| > M + 1} ⊂ {|X| > M} ∪ {|Xn − X| > 1}より，十分大きな nに対して，
P (|Xn| > M + 1) ≤ P (|X| > M) +P (|Xn −X| > 1) ≤ 2η. f は [−M − 1,M + 1]上で一
様連続であるから，∃δ > 0 s.t. |x− y| < δ, x, y ∈ [−M − 1,M + 1] ⇒ |f(x) − f(y)| < ε.

従って，十分大きな nに対して，

P (|f(Xn) − f(X)| < ε) ≥ P ({|Xn −X| < δ} ∩ {|Xn| ≤M + 1} ∩ {|X| ≤M + 1})

≥ P (|Xn −X| < δ) − P (|Xn| > M + 1) − P (|X| > M + 1)

≥ 1 − 4η.
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f が有界連続なら，f(Xn)
P→ f(X)であるから，

E[|f(Xn) − f(X)|] = E[|f(Xn) − f(X)|1{|f(Xn)−f(X)|≥ε}]

+ E[|f(Xn) − f(X)|1{|f(Xn)−f(X)|<ε}]

≤ 2∥f∥uP (|f(Xn) − f(X)| ≥ ε) + ε = o(1) + ε.

従って，E[|f(Xn) − f(X)|] → 0.

一様可積分性. r.v.’s {Xi : i ∈ I}が一様可積分 (uniformly integrable)であるとは

lim
M→∞

sup
i∈I

E[|Xi|1{|Xi|>M}]︸ ︷︷ ︸
(∗)

= 0

となることを言う．このとき，M を十分大きくとると，(∗) ≤ 1となるから，

sup
i∈I

E[|Xi|] ≤M + 1 <∞

となる．一様可積分性はモーメントの収束を保証する．

Theorem 6.6 (Vitali). {Xn : n ∈ N} ⊂ L1, Xn
P→ X なら，次の (i)–(iii)は同値である．

(i) {Xn : n ∈ N}は一様可積分．

(ii) Xn → X in L1.

(iii) E[|Xn|] → E[|X|] <∞.

Proof. (i) ⇒ (ii).

φM (x) =


M if x > M

x if |x| ≤M

−M if x ≤ −M

とおく．φM は有界連続である．

|Xn −X| ≤ |Xn − φM (Xn)| + |φM (Xn) − φM (X)| + |φM (X) −X|

と分解すると，|x− φM (x)| = (|x| −M)+ ≤ |x|1{|x|>M}であるから，

E[|Xn −X|] ≤ E[|φM (Xn) − φM (X)|]︸ ︷︷ ︸
→0 (n→∞)

+E[|Xn|1{|Xn|>M}] + E[|X|1{|X|>M}],

lim sup
n

E[|Xn −X|] ≤ sup
n
E[|Xn|1{|Xn|>M}] + E[|X|1{|X|>M}].
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{Xn}は一様可積分であるから，M → ∞とすれば，右辺第 1項→ 0である．あとは，
X ∈ L1が言えれば，DCTより，右辺第 2項→ 0 (M → ∞)が言えて，Xn → X in L1を
得る．
X ∈ L1 を示そう．まず任意の L > 0に対して，x 7→ |x| ∧ Lは有界連続であるから，

E[|X|∧L] = limnE[|Xn|∧L]. {Xn}の一様可積分性より，supnE[|Xn|] <∞であるから，
E[|Xn| ∧ L] ≤ supmE[|Xm|]. あとは，Fatouの補題より，E[|X|] ≤ lim infL→∞E[|X| ∧
L] ≤ supmE[|Xm|] <∞を得る．

(ii) ⇒ (iii). 明らか．
(iii) ⇒ (i).

ψM (x) =


|x| if 0 ≤ |x| ≤M − 1

0 if |x| > M

linear if M − 1 < |x| ≤M

とおくと，DCTより，十分大きなMに対して，E[|X|] ≤ E[ψM (X)]+ε/2. limnE[|Xn|] =

E[|X|], limnE[ψM (Xn)] = E[ψM (X)]であるから，十分大きな nに対して，

E[|Xn|1{|Xn|>M}] ≤ E[|Xn|] − E[ψM (Xn)] ≤ E[|X|] − E[ψM (X)] + ε/2 ≤ ε

となる．従って，定理が示された．

再配分不等式

ちょっと寄り道になるが，分布関数に関連する話題として，関数の再配分 (rearrangement)

を考察する．f : (0, 1) → Rを (B(0,1)/B)可測関数とし，f を確率空間 ((0, 1),B(0,1), λ)上
の r.v.とみなして (λは (0, 1)上の Lebesgue測度である)，その d.f.を Ff とおく．すなわ
ち，Ff (t) = λ({x ∈ (0, 1) : f(x) ≤ t})である．このとき，

f∗(x) := F−1
f (x) := inf{t : Ff (t) ≥ x}, x ∈ (0, 1)

を f の非減少再配分 (nondecreasing rearrangement)と呼ぶ．非減少再配分は次の性質を
みたす．

(a) f∗は非減少．

(b) f
d
= f∗.

(c) f が非減少なら，f = f∗ a.e.

(d) 1{f∗>t} = (1{f>t})
∗.

(e) 左連続な非減少関数G : R → Rに対して，(G ◦ f)∗ = G ◦ f∗.
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(a)と (b)は明らか．f が非減少なら，f の連続点 xに対して，f(x) = f∗(x)となり，f の
不連続点は高々可算個しかないので，(c)が従う．(d)に関しては，f∗(x) ≤ t⇔ x ≤ Ff (t)

より，{f∗ > t} = {f∗ ≤ t}c = (Ff (t), 1)であるから，1{f∗>t} = 1(Ff (t),1) = (1{f>t})
∗．

(e)に関しては，G+(t) = sup{x : G(x) ≤ t}とおくと，G(x) ≤ t ⇔ x ≤ G+(t)であるか
ら，FG◦f (t) = Ff ◦G+. さらに，Ff ◦G+(t) ≥ x⇔ G+(t) ≥ f∗(x) ⇔ t ≥ G ◦ f∗(x)であ
るから，(G ◦ f)∗ = G ◦ f∗.

Theorem 6.7 (Hardy-Littlewood). 有界可測関数 f, g : (0, 1) → Rに対して，∫ 1

0
f(x)g(x)dx ≤

∫ 1

0
f∗(x)g∗(x)dx.

Proof. まず，f と gは非負と仮定する．Fubiniの定理より，∫ 1

0
f(x)g(x)dx =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

{∫ 1

0
1{f>s}(x)1{g>t}(x)dx

}
dsdt

であり，さらに，(d)より，∫ 1

0
f∗(x)g∗(x)dx =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

{∫ 1

0
1∗{f>s}(x)1∗{g>t}(x)dx

}
dsdt

であるから，f と gが指示関数の場合に不等式を示せば十分である．いま，f = 1A, g =

1B, A,B ∈ B(0,1)のとき，
∫ 1
0 f(x)g(x)dx = λ(A∩B)であり，一方，f∗ = 1(1−λ(A),1), g

∗ =

1(1−λ(B),1)であるから，
∫ 1
0 f

∗(x)g∗(x)dx = min{λ(A), λ(B)} ≥ λ(A ∩B)を得る．
次に，f と gが非負とは限らないときは，hf = f − inf f, hg = g− inf gとおくと，hf , hg

は非負であって，h∗f = f∗ − inf f, h∗g = g∗ − inf gである．あとは，f d
= f∗, g

d
= g∗より，∫ 1

0 f(x)dx =
∫ 1
0 f

∗(x)dx,
∫ 1
0 g(x)dx =

∫ 1
0 g

∗(x)dxであるから，∫ 1

0
f(x)g(x)dx

=

∫ 1

0
hf (x)hg(x)dx+ (inf f)

∫ 1

0
g(x)dx+ (inf g)

∫ 1

0
f(x)dx− (inf f)(inf g)

≤
∫ 1

0
h∗f (x)h∗g(x)dx+ (inf f)

∫ 1

0
g∗(x)dx+ (inf g)

∫ 1

0
f∗(x)dx− (inf f)(inf g)

=

∫ 1

0
f∗(x)g∗(x)dx

を得る．

特に，f, g : (0, 1) → Rが有界可測なら，
∫ 1
0 {f

∗(x) − g∗(x)}2dx ≤
∫ 1
0 {f(x) − g(x)}2dx

となる．もっと一般に次の定理が成り立つ．1 ≤ p ≤ ∞に対して，∥ · ∥p を (0, 1)上の
Lebesgue測度に関する Lpノルムとする．
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Theorem 6.8. 有界可測関数 f, g : (0, 1) → Rに対して，

∥f∗ − g∗∥p ≤ ∥f − g∥p, 1 ≤ ∀p ≤ ∞

が成り立つ．

Proof. 1 ≤ p <∞に対して，

|f(x) − g(x)|p = p

∫ ∞

g(x)
{(f(x) − t)+}p−1dt+ p

∫ ∞

f(x)
{(g(x) − t)+}p−1dt

= p

∫ [
{(f(x) − t)+}p−1{1 − 1{g>t}(x)} + {(g(x) − t)+}p−1{1 − 1{f>t}(x)}

]
dt.

ここで，tを固定して，h(x) = {(f(x) − t)+}p−1とおくと，(e)より，h∗(x) = {(f∗(x) −
t)+}p−1であるから，前定理と (d)より，∫ 1

0
{(f(x) − t)+}p−11{g>t}(x)dx ≤

∫ 1

0
{(f∗(x) − t)+}p−1 1∗{g>t}(x)︸ ︷︷ ︸

=1{g∗>t}(x)

dx

を得る．また，
∫ 1
0 {(f(x) − t)+}p−1dx =

∫ 1
0 {(f∗(x) − t)+}p−1dxである．もう一方の項

に対しても同様の操作を適用して，∥f − g∥p ≥ ∥f∗ − g∗∥p を得る．p = ∞に対しては，
p→ ∞とすればよい．

Theorem 6.8の統計学における応用を述べよう．いま，(0, 1)上の (可測)関数 f の推定
に興味があり，適当な推定値 f̂ があるとする．f が非減少なら，推定値 f̂ も非減少になる
ように選ぶのが自然であるが，標準的なノンパラメトリック推定法 (例えば，カーネル法)

を適用しただけでは，f̂ の単調性までは保証されない．しかし，f̂ の非減少再配分 f̂∗は，
その構成から非減少であり，Lpノルムの誤差の意味でもともと推定値より悪くはならな
い：∥f̂∗ − f∥p ≤ ∥f̂ − f∥p．詳細に関しては，例えば，Chernozhukov et al. (2009)を参
照せよ．

演習問題

Exercise 6.1. X : Ω → Rが単関数のとき，その分位点関数をなるべく明示的に表現せよ．

Exercise 6.2. 連続な d.f.は一様連続であることを示せ．

Exercise 6.3. F を d.f.とする．点 x ∈ Rが F のサポート (support)に属するとは，任
意の ε > 0に対して，F (x+ ε)−F (x− ε) > 0となることを言う．F のサポートに属する
点全体を F のサポートと呼ぶ．

(a) F のサポートは閉集合であることを示せ．
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(b) F が連続なら，F のサポートは孤立点を含まないことを示せ．

(R,B)上の p.m. µに対して，そのサポートを µの d.f.のサポートで定義する．

Exercise 6.4. F を絶対連続な d.f.とし，連続な密度関数 f をもつとする．このとき，F
のサポートは {f > 0}の閉包に一致することを示せ．

適当な可算集合 {aj} ⊂ Rと bj > 0,
∑

j bj = 1なる {bj}が存在して，µ =
∑

j bjδaj と
表される p.m. µを離散分布 (discrete distribution)と呼ぶ．

Exercise 6.5. R全体をサポートにもつ離散分布を構成せよ．

Exercise 6.6. 与えられた (空でない)閉集合 C ⊂ Rをサポートにもつ分布を構成せよ．

Exercise 6.7. Cantor分布のサポートは Cantor集合であることを示せ．

Exercise 6.8. X ∼ F とし，F は連続とする．このとき，Y = F (X)は [0, 1]上の一様分
布に従うことを示せ．

A ∈ F が P のアトム (atom)であるとは，P (A) > 0であって，

B ⊂ A,B ∈ F ⇒ P (B) = P (A) or P (B) = 0

となることを言う．

Exercise 6.9. (R,B)上の p.m. µに対して，µがアトムをもたないための必要十分条件
は，µ({x}) = 0 ∀x ∈ Rであることを示せ．

Exercise 6.10. (Ω,F , P )はアトムをもたないとし，A ∈ F , P (A) > 0とする．

(a) 任意の ε > 0に対して，次の条件をみたすB ∈ Fが存在することを示せ：B ⊂ A, 0 <

P (B) < ε.

(b) 任意の 0 < a < P (A)に対して，次の条件をみたす B ∈ F が存在することを示せ：
B ⊂ A,P (B) = a.

Exercise 6.11. (Ω,F , P )を確率空間とし，P ∗を P の外測度とする．すなわち，

P ∗(A) = inf{P (B) : B ∈ F , B ⊃ A}, A ⊂ Ω

である．Ω0 ⊂ Ωを P ∗(Ω0) = 1なる集合とし (Ω0 /∈ F でもよい)，G = {B ∩ Ω0 : B ∈ F}
とおく．このとき，写像Q : G → [0, 1]を，A = B ∩ Ω0, B ∈ F に対して，Q(A) = P (B)

と定義すれば，Qは (Ω0,G)上の well-definedな p.m.であることを示せ．

Exercise 6.12. Corollary 6.1を示せ．
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Exercise 6.13. x1, . . . , xn ∈ R+と 1 ≤ p <∞に対して，(
1

n

n∑
i=1

xi

)p
≤ 1

n

n∑
i=1

xpi

を示せ．また，0 < p < 1のときは逆の不等式が成り立つことを示せ．

Exercise 6.14 (Paley-Zygmundの不等式). X ≥ 0を r.v.とし，E[X] < ∞とする．こ
のとき，任意の θ ∈ [0, 1]に対して，

P (X > θE[X]) ≥ (1 − θ)2
(E[X])2

E[X2]

を示せ．
ヒント：X = X1{X≤θE[X]} + X1{X>θE[X]}と分割し，第 2項に Cauchy-Schwarzの不

等式を適用する．

Exercise 6.15. X を r.v.とする．

(a) (E[|X|p])1/pは p > 0に関して非減少であることを示せ．

(b) (Littlewoodの不等式). 0 < p < q < rに対して，

E[|X|q] ≤ (E[|X|p])(r−q)/(r−p)(E[|X|r])(q−p)/(r−p)

を示せ．例えば，E[X2] ≤ (E[|X|])2/3(E[X4])1/3である．

Exercise 6.16. {Xi : i ∈ I}を r.v.’sとする．ある1 < p <∞が存在して，supi∈I E[|Xi|p] <
∞なら，{Xi : i ∈ I}は一様可積分であることを示せ．

Exercise 6.17. r.v.’s {Xi : i ∈ N}が一様可積分なら，{n−1
∑n

i=1Xi : n ∈ N}も一様可
積分であることを示せ．
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7 独立性

(Ω,F , P )を確率空間とする．σ-fields F1, . . . ,Fn ⊂ F が独立 (independent)であると
は，任意のA1 ∈ F1, . . . , An ∈ Fnに対して，

P (A1 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · · ·P (An)

となることを言う．一般の添え字集合 I に対して，σ-fields Fi ⊂ F , i ∈ I が独立であると
は，任意の相異なる i1, . . . , in ∈ I に対して，Fi1 , . . . ,Fin が独立になることを言う．次の
補題は σ-fieldsの独立性を証明するときによく用いる結果である．

Lemma 7.1. A1, . . . ,Anは Ωを含む πシステムで，任意の A1 ∈ A1, . . . , An ∈ Anに対
して，

P (A1 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · · ·P (An)

が成り立つとする．このとき，σ(A1), . . . , σ(An)は独立である．

Proof. Ω ∈ Aiであるから，Ai1 ∈ Ai1 , . . . , Aik ∈ Aik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ nに対して，

P (Ai1 ∩ · · · ∩Aik) = P (Ai1) · · ·P (Aik)

となる．
A2 ∈ A2, . . . , An ∈ An を任意に固定し, F = A2 ∩ · · · ∩ An,L = {A : P (A ∩ F ) =

P (A)P (F )}とおくと，LはA1を含む λシステムであるから，π-λ定理より，L ⊃ σ(A1)

を得る．従って，任意のA1 ∈ σ(A1), Ai ∈ Ai (2 ≤ i ≤ n)に対して，P (A1∩A2∩· · ·∩A2) =

P (A1)P (A2 ∩ · · · ∩ An) = P (A1)P (A2) · · ·P (An)となる．同じ操作を繰り返して結論を
得る．

独立な σ-fieldsは小分けにしても独立である．

Lemma 7.2. Fi,j , 1 ≤ i ≤ n, j ∈ Ji を独立な σ-fields とし，Gi =
∨
j∈Ji Fi,j :=

σ(
∪
j∈Ji Fi,j)とおく．このとき，Gi, 1 ≤ i ≤ nは独立である．

Proof. 各 1 ≤ i ≤ nに対して，集合族Ai ⊂ 2Ωを

Ai =

∩
j∈F

Ai,j : F ⊂ Ji は有限, Ai,j ∈ Fi,j (j ∈ F )


と定義すると，Aiは πシステムであって，Ai ⊃

∪
j Fi,j である．あとは Lemma 7.1を適

用すればよい．

集合 Ai ∈ F , i ∈ I が独立であるとは，σ-fields {∅, Ai, Aci ,Ω}, i ∈ I が独立になること
を言う．この定義は，初等的な定義と同値である．
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Lemma 7.3. A1, . . . , An ∈ F が独立 ⇔ 任意の相異なる i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}に対し
て，P (Ai1 ∩ · · · ∩Aim) = P (Ai1) · · ·P (Aim).

Proof. {Ai,Ω}はπシステムであって，σ({Ai,Ω}) = {∅, Ai, Aci ,Ω}なので，あとはLemma

7.1を適用すればよい．

次に，S-valued r.v.とσ-fieldの独立性を定義する．(S,S)を可測空間とし，XをS-valued

r.v.とする．このとき，
σ(X) := {X−1(B) : B ∈ S} ⊂ F

は σ-fieldである．σ(X)をX により生成される σ-fieldと呼ぶ．S-valued r.v. X と F の
sub σ-field Gが独立であるとは，σ(X)と Gが独立なことを言う．すなわち，任意のB ∈ S
とA ∈ Gに対して，

P ({X ∈ B} ∩A) = P (X ∈ B)P (A)

となるとき，X と Gは独立であると言う．(T, T )をもう 1つの可測空間とし，g : S → T

を可測写像とすると，合成写像は可測性を保存するから，Y = g(X)は T -valued r.v.にな
る．このとき，Y −1(B) = X−1(g−1(B))であるから，σ(Y ) ⊂ σ(X)である．従って，

X と Gが独立なら，Y = g(X)と Gも独立

である．同様の注意は以降の議論にもあてはまる．

Remark 7.1. σ(X)はX のもっている “情報”だと考えると，最後の注意は自然に理解
できる：X を Y に移すと，その分だけ情報が失われる (σ(Y ) ⊂ σ(X))．

Example 7.1 (トリビアルな例). G = {∅,Ω}なら，あらゆる S-valued r.v. X は Gと独
立である．

最後に，r.v.’sの独立性を定義する．(Si,Si), i ∈ I を可測空間とし，各Xiを Si-valued

r.v.とする．このとき，Xi, i ∈ I が独立であるとは，σ-fields σ(Xi), i ∈ I が独立になる
ことを言う．すなわち，Xi, i ∈ I が独立であるとは，任意の相異なる i1, . . . , in ∈ I に対
して，

P (Xi1 ∈ B1, . . . , Xin ∈ Bn) = P (Xi1 ∈ B1) · · ·P (Xin ∈ Bn), B1 ∈ S1, . . . , Bn ∈ Sn,

となることである．

Remark 7.2. σ(Xi, i ∈ I) :=
∨
i∈I σ(Xi)と定義する．

I = {1, . . . , n}とする．直積空間
∏n
i=1 Siには直積 σ-field

∏n
i=1 Siを入れると約束する

と，変数変換公式と直積測度の構成より，

X1, . . . , Xn が独立 ⇔ L(X1, . . . , Xn) = L(X1) × · · · × L(Xn)
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が成り立つ (直接 π-λ定理を使っても同値性を証明できる)．
以下，(Si,Si) = (R,B) (1 ≤ i ≤ n)の場合を考える．(R-valued) r.v.’s X1, . . . , Xn

が独立ならば，変数変換公式と Fubini の定理より，(i) Xi ≥ 0 (1 ≤ ∀i ≤ n), or (ii)

E[|Xi|] <∞ (1 ≤ ∀i ≤ n)のいずれかがみたされるとき，

E[X1 · · ·Xn] = E[X1] · · ·E[Xn]

が成り立つ．

Example 7.2. r.v.’s X,Y は独立で，X ∼ F, Y ∼ Gとする．このとき，

P (X = Y ) = E[1{X=Y }] =

∫∫
1{x=y}dF (x)dG(y) = E[F (Y ) − F (Y−)].

F が連続なら，右辺= 0である．

次の補題は，(R-valued) r.v.’sの独立性が初等的な定義と一致することを示している．

Lemma 7.4.

r.v.’s X1, . . . , Xnが独立

⇔ P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1) · · ·P (Xn ≤ xn), −∞ < x1, . . . , xn ≤ ∞.

Proof. 各 iに対して，{{Xi ≤ x} : −∞ < x ≤ ∞}は Ωを含む π システムであって，
σ({{Xi ≤ x} : −∞ < x ≤ ∞}) = σ(Xi)なので，あとは Lemma 7.1を適用すればよ
い．

Theorem 7.1 (畳み込み). 独立な r.v.’s X ∼ F, Y ∼ Gに対して，(i) X + Y の d.f.は

P (X + Y ≤ z) = F ∗G(z) :=

∫
F (z − y)dG(y).

(ii) F が密度 f をもてば，X + Y の d.f.は密度

h(z) =

∫
f(z − y)dG(y)

をもつ．(iii) さらにGが密度 gをもてば，hは

h(z) =

∫
f(z − y)g(y)dy. (∗)

F ∗Gを F とGの畳み込み (convolution)と呼ぶ．また，(∗)の右辺を f と gの畳み込
みと呼び，f ∗ gと書く．

f ∗ g(z) =

∫
f(z − y)g(y)dy =

∫
f(y)g(z − y)dy.
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Proof. (i). X,Y の独立性と Fubiniの定理より，

P (X + Y ≤ z) =

∫∫
1{x+y≤z}dF (x)dG(y) =

∫
F (z − y)dG(z).

(ii). F (z − y) =
∫ z
−∞ f(x− y)dxであるから，Fubiniの定理より，∫

F (z − y)dG(y) =

∫ ∫ z

−∞
f(x− y)dG(y) =

∫ z

−∞

∫
f(x− y)dG(y)dx.

(iii). cf. Exercise 4.12.

独立な r.v.’sの構成

(R,B)上の p.m.’s µi, i ∈ I が与えらえたとき，独立な r.v.’s Xi, i ∈ I であって，各
Xi が µi を分布にもつようなものを同じ確率空間上に構成できるであろうか．I は有限
か可算であるとしよう．I が有限 I = {1, . . . , n}のときは，話は簡単である．確率空間を
(Ω,F , P ) = (Rn,Bn,

∏n
i=1 µi)とし，各Xiを座標写像 (coordinate map)

Xi(ω) = ωi, ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω

とすれば，直積測度の定義より，

P (X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn) = (µ1 × · · · × µn)(B1 × · · · ×Bn) = µ1(B1) · · ·µn(Bn)

となるから，X1, . . . , Xnが求める r.v.’sである．
では，I が可算無限集合 I = {1, 2, . . . }の場合はどうであろうか．この場合，話はそう

簡単ではない．というのも，有限個の測度に対して直積測度が構成できることは示したが，
それが無限個にまで拡張できるかは (すぐには)わからないからである．(可算)無限個の独
立な r.v.’sを同じ確率空間上に定義する必要がなぜあるかと言うと，大数の強法則 (後述)

のステートメントを思い起こしてみればよい．大数の強法則は，X1, X2, . . . を期待値が有
限な i.i.d. r.v.’sとすると， {

lim
n

1

n

n∑
i=1

Xi = E[X1]

}
なる事象の確率が 1であることを述べている．このステートメントが意味をもつには，無
限個のXiがすべて同じ確率空間上に定義されている必要がある．
可算無限個の独立な r.v.’sを同時に構成するには，確率空間 (R,B, µi), i ∈ Nの無限直積

空間を構成すればよいが，ややテクニカルなので，本節では，直接に無限直積確率空間を
構成するのではなく，一様確率変数の 2進数展開を利用した直感的に分かりやすい (と思
われる)構成法を紹介する．後々のために，ある程度広いクラスの可測空間に値をとる独
立な r.v.’sの構成を考える．
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可測空間 (S,S)と (T, T )が同型 (isomorphic)であるとは，次をみたす写像φ : S → T が
存在することを言う：φは全単射であって，φとφ−1は可測である．このとき，φを同型写像
(isomorphism)と呼ぶ．可測空間 (S,S)が標準 Borel空間 (standard Borel space)である
とは，Rの Borel集合Eが存在して，(S,S)が (E,BE)と同型になることを言う．

Theorem 7.2. 各 i ∈ Nに対して，(Si,Si)を標準Borel空間とし，µiを (Si,Si)上の p.m.

とする．このとき，適当な確率空間 (Ω,F , P )上に，独立な Si-valued r.v.’s Xi, i ∈ Nで
あって，L(Xi) = µiとなるものを構成できる．

Proof. 確率空間 (Ω,F , P )を

Ω = (0, 1), F = B(0,1), P = U(0, 1) = (0, 1)上の一様分布 (Lebesgue測度)

とする．証明を 2つのステップに分ける．
Step 1. (Si,Si) = (R,B)の場合に定理の結論を示す．ω ∈ Ωを 2進数展開する．

ω = 0.ε1(ω)ε2(ω)ε3(ω) · · · =
ε1(ω)

2
+
ε2(ω)

22
+
ε3(ω)

23
+ · · · .

ω ∈ {k2−n : 1 ≤ k < 2n, n ∈ N} =: N のとき，εn(ω), n ∈ Nは一意に決まらない. 例えば，

0.100 · · · =
1

2
+ 0 + · · · = 0 +

1

2
+

1

22
+ · · · = 0.011 · · · .

しかし，P (N) = 0なので，ω ∈ Nに対して，εn(ω), n ∈ Nはどう決めてもよい．ここでは，
ω = k2−n (k: odd)のとき，εn(ω) = 0, εm(ω) = 1 (∀m > n)と決めておくと，ε1, ε2, . . .
は独立な r.v.’sであって，P (εi = 0) = P (εi = 1) = 1/2となる．
次に， 

δ1,1 δ1,2 δ1,3 · · ·
δ2,1 δ2,2 δ2,3 · · ·
δ3,1 δ3,2 δ3,3 · · ·
δ4,1 δ4,2 δ4,3 · · ·

...
...

...

 =


ε1 ε3 ε6 · · ·
ε2 ε5 · · ·
ε4 ε8 · · ·
ε7 · · · · · ·
...

...

 (∗∗)

として δi,j , i, j ∈ Nを定義すると，δi,j , i, j ∈ Nは独立であって，P (δi,j = 0) = P (δi,j =

1) = 1/2となる. Ui =
∑∞

j=1 δi,j/2
j とおくと，Ui, i ∈ Nは独立であって，Ui ∼ U(0, 1)と

なる. µiの d.f.を Fiとして，Xi := F−1
i (Ui)とおくと，Xi, i ∈ Nは独立であって，各Xi

は L(Xi) = µiをみたす. これで Step 1の証明が終わった．
Step 2. 一般の場合に定理を示す．φi : Si → Ei ∈ Bを同型写像とする．νi := µi ◦φ−1

i

とおくと，νi は (Ei,BEi)上の p.m.である．νi(B) := νi(B ∩ Ei), B ∈ B として，νi を
(R,B)に拡張すると，Step 1より，独立な (R-valued) r.v.’s Yi, i ∈ Nであって，L(Yi) = νi

となるものを構成できる．そこで，各 iに対して xi ∈ Siに任意にとって，

Xi :=

φ−1
i (Yi) if Yi ∈ Ei

xi if Yi ∈ Eci
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とおくと，Xi, i ∈ Nは独立である．さらに，P (Yi ∈ Ei) = 1より，

P (Xi ∈ B) = P (Yi ∈ φi(B)) = µi ◦ φ−1
i (φi(B)) = µi(B).

以上より，定理の結論を得る．

定義からすぐには明らかではないが，標準Borel空間はかなり一般的なクラスの可測空
間を含む．例えば，(Rk,Bk)は標準 Borel空間である．完備かつ可分な距離空間のことを
Poland空間 (Polish space)と呼ぶ (より一般には，完備な距離によって距離化可能な可分
位相空間のことを Poland空間と呼ぶ)．

Theorem 7.3. S が Poland空間であって，S がその Borel σ-fieldなら，(S,S)は標準
Borel空間である．

Proof. Sが有限集合なら定理の結論は明らかなので，Sは無限集合とする．Sの距離を d

とし，{xn}を Sの稠密な集合とする．また，T = [0, 1]N = [0, 1] × [0, 1] × · · · を [0, 1]の
可算直積とし，T に距離

e((an), (bn)) =

∞∑
n=1

1

2n
|an − bn|, (an), (bn) ∈ T

を入れる 7．証明を 2つのステップに分ける．
Step 1. Sは T の Borel集合と同相であることを示す．g : S → [0, 1]Nを

g(x) :=

(
d(x, xn)

1 + d(x, xn)

)
n∈N

, x ∈ S

と定義すれば，gは Sから g(S) =: Bへの同相写像である．Bが T のBorel集合であるこ
とを確認する．これは次の補題から従う．

Lemma 7.5. S, T を距離空間とし，Sを完備とする．このとき，g : S → B ⊂ T が同相
写像なら，Bは T の Borel集合である．

Proof of Lemma 7.5. f = g−1 : B → Sとして，

wf (y) := inf{diamS(f(U ∩B)) : U ∋ y, U : open}, y ∈ T

と定義する．ただし，A ⊂ Sに対して，diamS(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}は Aの直径
である (diam(∅) = 0とする)．ここで，y ∈ ∂B,wf (y) = 0とし，yn → y, yn ∈ Bなる yn

を任意に選び，xn = f(yn)とおくと，{xn}は S の Cauchy列である (∵ wf (y) = 0より，
∀ε > 0,∃U ∋ y: open s.t. diamS(f(U ∩B)) < ε．yn → y, yn ∈ Bより，十分大きな nに
対して，yn ∈ U ∩Bとなるから，十分大きな n,mに対して，d(xn, xm) < εとなる)．よっ
て，Sの完備性より，∃x ∈ S s.t. d(xn, x) → 0となる．このとき，yn = g(xn) → g(x)と

7[0, 1]N は Hilbert立方体とも呼ばれる．
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なるから，y = g(x)，すなわち，y ∈ Bを得る．以上の議論より，B = B∩{y : wf (y) = 0}
が示された．B は閉集合より T の Borel集合であって，y 7→ wf (y)は上半連続であるか
ら，{y : wf (y) = 0}も T の Borel集合である．よって補題の結論を得る．

Step 2. Step 1より，TのBorel σ-fieldをB(T )とおいたとき，(T,B(T ))と ([0, 1],B[0,1])

が同型であることを示せば十分である．Theorem 7.2の証明で用いたルールに従うと，[0, 1]

の各点に対して 2進数展開が一意に決まる．そこで，(an) ∈ T に対して，各 anを 2進数
展開する：an =

∑∞
m=1 δn,m/2

m. このようにして構成した δn,m, n,m ∈ Nに対して，(∗∗)

から εn, n ∈ Nを定義すれば，写像 (an) 7→
∑∞

n=1 εn/2
nは T から [0, 1]への同型写像を与

える．

Theorem 7.2の言い換え．
∏∞
i=1 Si = S1 × S2 × · · · のシリンダー集合とは

B ×
∞∏

i=n+1

Si = {(x1, x2, . . . ) : (x1, . . . , xn) ∈ B}, B ∈
n∏
i=1

Si, n ∈ N

なる形の集合である．シリンダー集合全体の生成するσ-fieldを
∏∞
i=1 Siのシリンダー σ-field

と呼び，
∏∞
i=1 Siと書く：

∞∏
i=1

Si := σ
({
B ×

∏∞
i=n+1Si : B ∈

∏n
i=1Si, n ∈ N

})
.

すなわち，シリンダー σ-fieldとは，各 n ∈ Nに対して，
∏∞
i=1 Si から

∏n
i=1 Si への射影

(x1, x2, . . . ) 7→ (x1, . . . , xn)が可測になる最小の σ-fieldである．この特徴づけから，

∞∏
i=1

Si = σ
({
B1 × · · · ×Bn ×

∏∞
i=n+1Si : B1 ∈ S1, . . . , Bn ∈ Sn, n ∈ N

})
= σ

({∏n−1
i=1 Si ×Bn ×

∏∞
i=n+1Si : Bn ∈ Sn, n ∈ N

})
とも表せることがわかる (詳細は各自確かめよ)．

Theorem 7.4. 各 (Si,Si)が標準Borel空間なら，(
∏∞
i=1 Si,

∏∞
i=1 Si)上のp.m. µであって，

µ(B1 × · · · ×Bn ×
∏∞
i=n+1Si) = µ1(B1) · · ·µn(Bn), B1 ∈ S1, . . . , Bn ∈ Sn, n ∈ N (∗)

をみたすものが存在する．そのような µは一意である．µ =
∏∞
i=1 µiと書く．

Proof. 一意性の証明は π-λ定理を使えばよい．存在を示す．(Ω,F , P ), Xi, i ∈ NをThe-

orem 7.2で構成したものとすると，X = (X1, X2, . . . ) : Ω →
∏∞
i=1 Si は可測写像であっ

て，像測度 µ = P ◦X−1は (∗)をみたす．
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Remark 7.3. ここではTheorem 7.2からTheorem 7.4を証明したが，逆に，Theorem 7.4

からTheorem 7.2を証明することもできる．(Ω,F , P ) = (
∏∞
i=1 Si,

∏∞
i=1 Si, µ)をTheorem

7.4で構成したものとし，Xiを座標写像Xi(ω1, ω2, . . . ) = ωi, i ∈ N にとれば，Xi, i ∈ N
は独立であって，L(Xi) = µiとなる．

Remark 7.4. Theorem 7.2 (or 7.4)は各 (Si,Si)が一般の可測空間でも成り立つ (Dudley,

2002, Theorem 8.2.2)．しかし，標準 Borel空間はこのあとのいくつかの議論において本
質的な役割を果たす．

演習問題

Exercise 7.1. r.v.’s {Xn : n ∈ N}が独立であるためには，各 nに対して，(X1, . . . , Xn)

とXn+1が独立になることが必要十分である．このことを示せ．

Exercise 7.2. (a) r.v. X に対して，σ(X)は可算生成であることを示せ．(b) Gを F の
可算生成な sub σ-fieldとすると，ある r.v. X が存在して，G = σ(X)となることを示せ．

Exercise 7.3. Xと r.v.とし，f, g : R → Rを非減少関数であって，E[|f(X)|] <∞, E[|g(X)|] <
∞, E[|f(X)g(X)|] <∞とする．このとき，

E[f(X)g(X)] ≥ E[f(X)]E[g(X)]

を示せ．また，f が非減少で gが非増加なら逆の不等式が成り立つこと示せ．

Exercise 7.4. (R,B)上の p.m. µに対して，そのサポートを supp(µ)とおく．(R,B)上
の p.m.’s µ, νに対して，

supp(µ ∗ ν) = supp(µ) + supp(ν)

を示せ．ただし，A,B ⊂ Rに対して，A+B := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}である．

Exercise 7.5. Xn, n = 1, 2, . . . を i.i.d. r.v.’sとし，P (Xn = 0) = P (Xn = 2) = 1/2と
する．このとき，

∞∑
n=1

Xn

3n

は a.s.に有限な値に収束し，Cantor分布に従うことを示せ．さらに，Cantor分布の平均
と分散を計算せよ．

Exercise 7.6. Rの可算直積 RNの直積位相は，距離

d(x, y) =

∞∑
j=1

1

2j
(1 ∧ |xj − yj |), x = (xj), y = (yj) ∈ RN

によって距離化可能であり，この距離に関してRNは完備かつ可分であることを示せ．ま
た，RNのBorel σ-fieldを B(RN)とおくと，B(RN)はシリンダー σ-field BNに一致するこ
とを示せ．
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Exercise 7.7. (S,S)が標準Borel空間なら，その可算直積 (SN,SN)も標準Borel空間で
あることを示せ．

Exercise 7.8. f, g : R → R+を確率密度関数とし，gを有界とする．このとき，f ∗ gは
有界連続であることを示せ．

Exercise 7.9 (Steinhaus). E ⊂ Rを Lebesgue可測な集合とし，λ(E) > 0とする．この
とき，E − E := {x− y : x, y ∈ E}は原点のある開近傍を含むことを示せ．
ヒント：まず E ∈ B, λ(E) < ∞としてよいことを確認せよ．次に，f = 1E/λ(E), g =

1−E/λ(E)とおくと，f, gはそれぞれ確率密度関数である．この f, gに対して前問の結果
を適用せよ．

Remark 7.5 (Lebesgue非可測集合に関する補足). Steinhausの定理を用いて，I = [0, 1]

の部分集合であって，Lebesgue外測度が 1で内測度が 0となるものを構成してみよう．λを
I上のLebesgue測度とし，λ∗とλ∗をそれぞれ外測度，内測度とする：λ∗(E) := inf{λ(B) :

B ∈ BI , B ⊃ E}, λ∗(E) := 1−λ∗(I\E). αを無理数とし，A = {m+nα : m,n ∈ Z}, B =

{2m+ nα : m,n ∈ Z}とおく．x, y ∈ Rに対して，

x ∼ y ⇔ x− y ∈ A

と定義すると，∼は同値関係になる．この同値関係に関して各同値類から代表元を集めた
集合を C とおく (選択公理を使っている)．ここで，D = C +Bとおく．

Theorem 7.5. λ∗(D ∩ I) = 1 & λ∗(D ∩ I) = 0.

Proof. まず，AがRで稠密であることを示す．各正整数nに対して，一意な整数mnが存在
して，0 ≤ mn+nα < 1となる．xn = mn+nαとおく．いま，任意の開区間U ⊂ Rに対し
て，λ(U) > 1/N となるように正整数N を選ぶ．このとき，x1, . . . , xN+1のうちあるペア
xi, xjが存在して，|xi−xj | < 1/Nとなる．xi−xjのある整数倍はUに属していなくてはな
らないが，A ⊃ {m(xi−xj) : m ∈ Z}であるから，A∩U ̸= ∅となる．これはAがRで稠密
であることを意味する．同様に，B,B+1 := {x+1 : x ∈ B} = {(2m+1)+nα : m,n ∈ Z}
も Rで稠密である．
次に，xi ∈ C, yi ∈ B (i = 1, 2) に対して，xi − xj は 0 か A に属していないかの

いずれかであり，一方，y1 − y2 ∈ B であるから，x1 − x2 + (y1 − y2) /∈ B + 1 とな
る．従って，(D −D) ∩ (B + 1) = ∅となり，B + 1が Rで稠密なことより，D −Dは
開区間を含みえない．よって，Steinhausの定理より，λ∗(D ∩ I) = 0を得る．同様に，
(R \D) − (R \D) = (C +B + 1) − (C +B + 1) = (C +B) − (C +B)はB + 1と排反な
ので，λ∗(I \ (D ∩ I)) = 0.
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8 大数の弱法則

r.v.’s {Xi : i ∈ N}に対して，Sn =
∑n

i=1Xiとおく．ある正規化定数の列 an > 0, bn ∈ R
に対して，確率収束

Sn − bn
an

P→ 0, n→ ∞

が成り立つことを大数の弱法則 (weak law of large number, WLLN)と呼ぶ．確率収束の
代わりに，a.s.収束

Sn − bn
an

→ 0 a.s., n→ ∞

が成り立つことを大数の強法則 (strong law of large number, SLLN)と呼ぶ．通常，大数
の法則は (期待値 E[Sn]の存在は仮定するとして)，an = n, bn = E[Sn]の場合を指す. 正
規化定数が同じ場合，SLLNはWLLNを含意する．ただし，多くの場合，確率収束を示
すより a.s.収束を示す方がずっと難しい (WLLNは成り立つが，SLLNは成り立たない例
が存在する．次節を参照せよ)．SLLNについては次節以降に扱うとして，本節はWLLN

のいくつかのバージョンとその応用例を紹介する．
次の定理は {Xi}が独立でなくても成り立つ．

Theorem 8.1 (WLLN). E[Xi] = θ,Var(Xi) ≤ C <∞ (∀i ≥ 1),Cov(Xi, Xj) = 0 (∀i ̸=
j)とする．ただし，θとCは定数である．このとき，Sn/n→ θ in L2，従って，Sn/n

P→ θ.

Proof. Var(Sn) =
∑

i Var(Xi) +
∑

i̸=j Cov(Xi, Xj) ≤ Cn．よって，E[|Sn/n − θ|2] =

n−2 Var(Sn) ≤ Cn−1 → 0.

Example 8.1. {Xi}が i.i.d. r.v.’sであって，E[X2
1 ] < ∞なら，定理の条件がみたされ

るので，Sn/n→ E[X1] in L2となる．

Example 8.2 (Weierstrassの近似定理). f : [0, 1] → Rを連続とし，

fn(x) =

n∑
m=0

(
n

m

)
xm(1 − x)n−mf(m/n)

とおく．fnを f の n次 Bernstein多項式と呼ぶ．このとき，

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| → 0, n→ ∞

が成り立つ．

Proof. {Xi}を成功確率 pの独立な Bernoulli試行とし，Sn =
∑n

i=1Xiとおくと，

P (Sn = m) =

(
n

m

)
pm(1 − p)n−m.
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よって，E[f(Sn/n)] = fn(p). M = supx∈[0,1] |f(x)|とおく．ε > 0を任意に固定する．f
は [0, 1]上で一様連続であるから，∃δ > 0 s.t. |x− y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε. 一方，

P (|Sn/n− p| ≥ δ) ≤ n−2δ−2 Var(Sn) = n−1δ−2p(1 − p) ≤ 1

4nδ2
.

A = {|Sn/n− p| < δ}, Y = f(Sn/n) − f(p)とおくと，

|E[f(Sn/n)]︸ ︷︷ ︸
=fn(p)

−f(p)]| = |E[Y ]| ≤ E[|Y |] ≤ E[|Y |1A] + E[|Y |1Ac ]

≤ ε+ 2MP (Ac) ≤ ε+
M

2nδ2
.

最右辺は pに依存しないので，lim supn supp∈[0,1] |fn(p) − f(p)| ≤ ε.

Remark 8.1 (C空間の可分性と Stone-Weierstrassの定理). C([0, 1])を [0, 1]上の実数値
連続関数の全体として，C([0, 1])に一様距離 dsup(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)− g(x)|を入れる
と，Weierstrassの近似定理は [0, 1]上の多項式の全体がC([0, 1])で稠密になることを示し
ている．また，任意の多項式は有理係数をもつ多項式によって [0, 1]上で一様に近似でき
るが，有理係数をもつ多項式は可算個しかないので，C([0, 1])が可分であることがわかる．
なおWeierstrassの近似定理の相当な拡張として，Stone-Weierstrassの定理というのがあ
る．本節の最後を参照せよ．

次の定理は (i.i.d.を仮定しているが)期待値が存在しなくても成り立つ．

Theorem 8.2. {Xi}を i.i.d. r.v.’sとし，xP (|X1| > x) → 0 (x → ∞)とする．このと

き，θn = E[X11{|X1|≤n}]とおくと，Sn/n− θn
P→ 0.

まず次の補題を示す．この補題はFubiniの定理の単純な応用であるが，今後随所に現れ
る重要な事実である．

Lemma 8.1. r.v. Y ≥ 0と実数 0 < p <∞に対して，E[Y p] =
∫∞
0 pyp−1P (Y > y)dy.

Proof. Fubiniの定理より，

E[Y p] =

∫
Y pdP =

∫
Ω

∫ Y

0
pyp−1dydP =

∫
Ω

∫ ∞

0
1{y<Y }py

p−1dydP

=

∫ ∞

0
pyp−1

∫
Ω

1{Y >y}dPdy =

∫ ∞

0
pyp−1P (Y > y)dy.

Proof of Theorem 8.2. X̄n,i = Xi1{|Xi|≤n}, S̄n =
∑n

i=1 X̄n,iとおく．

P (|Sn/n− θn| > ε) ≤ P (Sn ̸= S̄n) + P (|S̄n/n− θn| > ε) = I + II.
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I ≤ P (Xi ̸= X̄n,i, 1 ≤ ∃i ≤ n) ≤
∑n

i=1 P (|Xi| > n) = nP (|X1| > n) → 0. 一方，Markov

の不等式より，II ≤ ε−2n−2 Var(S̄n) ≤ ε−2n−1E[X̄2
n,1]. ここで，

E[X̄2
n,1] = 2

∫ ∞

0
yP (|X̄n,1| > y)dy ≤ 2

∫ n

0
yP (|X1| > y)dy.

g(y) = yP (|X1| > y)とおくと，0 ≤ g(y) ≤ y, g(y) → 0 (y → ∞)であるから，supy g(y) <

∞．よって，DCTより，n−1
∫ n
0 g(y)dy =

∫ 1
0 g(ny)dy → 0.

Corollary 8.1. {Xi} を i.i.d. r.v.’s とし，E[|X1|] < ∞ とする．このとき，Sn/n
P→

E[X1] (n→ ∞).

Proof. DCTより，xP (|X1| > x) = E[x1{|X1|>x}] ≤ E[|X1|1{|X1|>x}] → 0 (x → ∞). 一

方，θn = E[X11{|X1|≤n}] → E[X1] (n→ ∞)であるから，Sn/n
P→ E[X1]を得る．

Stone-Weierstrassの定理. 寄り道となるが，Weierstrassの近似定理の拡張である，Stone-

Weierstrassの定理を証明してみよう．後者の証明は前者にもとづいている．K をコンパ
クトなHausdorff空間とし，C(K)をK上の実数値連続関数の全体とする．C(K)には一
様距離 dsup(f, g) = supx∈K |f(x) − g(x)|を入れる．A ⊂ C(K)が部分代数であるとは，
f, g ∈ A, a, b ∈ R ⇒ af + bg, fg ∈ Aとなることであり，AがKのあらゆる 2点を分離す
るとは，任意の x, y ∈ K,x ̸= yに対して，f(x) ̸= f(y)となる f ∈ Aが存在することを
言う．

Theorem 8.3 (Stone-Weierstrassの定理). A ⊂ C(K)を部分代数とし，Kのあらゆる 2

点を分離し，かつ定数関数 f ≡ 1を含むとする．このとき，Aは (C(K), dsup)において稠
密である．

Proof. Aの dsupに関する閉包をAとおくと，Aも部分代数である．A = C(K)を示せば
よい．証明を 3つのステップに分ける．
Step 1. f, g ∈ A ⇒ f ∨g, f ∧g ∈ Aを示す．f ∨g = (1/2)(f+g)+(1/2)|f−g|, f ∧g =

(1/2)(f+g)−(1/2)|f−g|より，f ∈ A ⇒ |f | ∈ Aを示せばよい．fは有界なので，∃M > 0

s.t. |f | ≤ M . |f |/M ∈ Aなら |f | = M(|f |/M) ∈ Aとなるので，|f | ≤ 1と仮定してよ
い．Weierstrassの近似定理より，[−1, 1]上の連続関数 t 7→ |t|は多項式で一様に近似でき
る．また，Aが 1を含む部分代数なことから，f の多項式はAに属する．よって，|f | ∈ A
が示された．
Step 2. 次に，与えられた x, y ∈ K,x ̸= yと c, d ∈ Rに対して，h(x) = c, h(y) = d

となる h ∈ Aが存在することを示す．実際，f ∈ Aを f(x) ̸= f(y)となるように選び，
a = (c− d)/(f(x) − f(y)), b = c− af(x)ととれば，af(x) + b = c, af(y) + b = dとなる．
Step 3. 定理の結論を示そう．h ∈ C(K)とし，x ∈ Kを任意に固定する．任意の y ∈ K

に対して，Step 2より，hy(x) = h(x), hy(y) = h(y)となる hy ∈ Aが存在する．このとき，
任意の ε > 0に対して，yの適当な開近傍 Uy が存在して，hy(w) > h(w) − ε (∀w ∈ Uy)
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となる．Uy, y ∈ K はK を被覆するが，K はコンパクトであったから，適当な有限部分
被覆 Uy(1), . . . , Uy(n) が存在する．そこで，gx = max1≤j≤n hy(j) とおくと，Step 1より，
gx ∈ Aである．さらにその構成より，gx(x) = h(x), gx(w) > h(w) − ε (∀w ∈ K)となる．
次に各 x ∈ Kに対して，xの適当な開近傍 Vxが存在して，gx(w) < h(w) + ε (∀w ∈ Vx)

となる．再びK のコンパクト性より，適当な有限開被覆 Vx(1), . . . , Vx(m)がとれる．そこ
で，g = min1≤j≤m gx(j)とおくと，g ∈ A & dsup(g, h) < εとなる．εは任意だったから，
h ∈ Aを得る．以上より，定理が示された．

ところで，証明からはKがHausdorffであるという仮定がエッセンシャルか明らかでな
いが，K が Hausdorffでないと，K のあらゆる 2点を分離する部分代数が存在しないの
で，この部分でHausdorff性を使っている．

演習問題

Exercise 8.1. x ∈ R+と t ∈ (0,∞)に対して，

lim
n

∑
0≤k≤nx

(nt)k

k!
=

1 if x > t

0 if x < t

を示せ．
ヒント：独立なX1, X2, · · · ∼ Po(t)に対して，左辺は P (Sn ≤ x)に等しい．

Exercise 8.2. F を R+に集中した d.f.とする (i.e., F (0−) = 0)．このとき，

ψ(t) =

∫
R+

e−tydF (y), t ∈ R+

を F の Laplace変換と呼ぶ．前問の結果を用いて，F の連続点 x ∈ R+に対して，

lim
n

∑
0≤k≤nx

(−n)k

k!
ψ(k)(n) = F (x)

を示せ．この結論から Laplace変換から F が一意に決まることを説明せよ．

P (ε = ±1) = 1/2なる r.v. εのことをRademacher r.v.と呼ぶ．

Exercise 8.3. (対称化不等式)．1 ≤ p <∞を givenとする．また，X1, . . . , Xnを独立な
r.v.’sとし，E[Xi] = 0 (1 ≤ ∀i ≤ n)とする．ε1, . . . , εnを独立な Rademacher r.v.’sとし，
X1, . . . , Xnと独立とすると，

1

2p
E

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiXi

∣∣∣∣∣
p]

≤ E

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
p]

≤ 2pE

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiXi

∣∣∣∣∣
p]

を示せ．
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Exercise 8.4. ε1, . . . , εnを独立なRademacher r.v.’sとし，a1, . . . , an ∈ Rを定数とする．
ただし，a1, . . . , anのうち少なくとも 1つは 0でないとする．

(a) (Hoeffdingの不等式)．任意の x > 0に対して，

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ 2 exp

(
− x2

2
∑n

i=1 a
2
i

)
を示せ．

(b) (Khinchinの不等式)．任意の 1 ≤ p <∞に対して，pのみに依存する定数Ap, Bpが
存在して，

Ap

(
n∑
i=1

a2i

)1/2

≤

(
E

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣
p])1/p

≤ Bp

(
n∑
i=1

a2i

)1/2

が成り立つことを示せ．

ヒント：Littlewoodの不等式とHoeffdingの不等式．じつはApは pと独立になるよ
うにとれる．

Exercise 8.5. (Marcinkiewicz-Zygmundの不等式)．1 ≤ p < ∞を givenとする．また，
X1, . . . , Xnを独立な r.v.’sとし，E[Xi] = 0 (1 ≤ ∀i ≤ n)とする．このとき，pのみに依
存する定数Ap, Bpが存在して，

ApE

( n∑
i=1

X2
i

)p/2 ≤ E

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
p]

≤ BpE

( n∑
i=1

X2
i

)p/2
が成り立つことを示せ．さらに，

E

( n∑
i=1

X2
i

)p/2 ≤


∑n

i=1E[|Xi|p] if 1 ≤ p < 2

np/2−1
∑n

i=1E[|Xi|p] if p ≥ 2

を示せ．
ヒント：対称化不等式とKhinchinの不等式．

特に，{Xi}が平均 0の i.i.d. r.v.’sであって，ある 2 ≤ p <∞に対して，E[|Xi|p] <∞
なら，E[|n−1

∑n
i=1Xi|p] = O(n−p/2)である．よって，Markovの不等式より，ε > 0に対

して，

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ ε−pO(n−p/2).

すなわち，Xi がより多くの有限なモーメントをもつほど，n−1
∑n

i=1Xi はその平均のま
わりに集中する．さらに，有限な指数モーメントをもてば，収束のスピードは nに関して
指数的に速い．
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Exercise 8.6. {Xi}を有限な平均をもつ i.i.d. r.v.’sとする．

(a) Λ := {λ ∈ R : E[eλ(X1−E[X1])] < ∞}が空でない区間であることを示せ．また，
ψ(λ) := logE[eλ(X1−E[X1])]が Λ上の凸関数であることを示せ．

(b) x > 0に対して，

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(Xi − E[X1])

∣∣∣∣∣ > x

)
≤ 2 exp

{
−n sup

λ∈Λ
{λx− ψ(λ)}

}
を示せ．X1が自由度 kの χ2分布に従うとき，右辺を評価せよ．

Exercise 8.7. Cper([0, 2π]) = {f : f : [0, 2π] → R, f は連続, f(0) = f(2π)}とおくと，
{1, cos(nx), sin(nx), n = 1, 2, . . . }の有限 1次結合の全体は (Cper([0, 2π]), ∥ · ∥u)において
稠密であることを示せ．
ヒント：Stone-Weierstrassの定理．
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9 Borel-Cantelliの補題とKolmogorovの0-1法則

本節では，SLLNを証明する上で重要な役割を果たすBorel-Cantelliの補題を証明する．
Borel-Cantelliの補題はそれ自身いくつもの有用な結果を導く．その応用例をいくつか紹
介する．最後に，やや寄り道となるが，独立性に関する重要な結果としてKolmogorovの
0-1法則を証明する．

Borel-Cantelliの補題. An ⊂ Ω (n = 1, 2, . . . )に対して，

lim supAn := {An i.o.} :=
∩
m≥1

∪
n≥m

An

= {ω : 無限に多くの nに対して ω ∈ An},

lim inf An := {An ev.} :=
∪
m≥1

∩
n≥m

An

= {ω : 有限個の nを除いて ω ∈ An}

と定義する．“i.o.”は infinitely often，“ev.”は eventuallyの意味である．

{An i.o.}c = (lim sup
n

An)c = lim inf Acn = {Acn ev.}

である．

Theorem 9.1 (Borel-Cantelli の補題). (i)
∑

n P (An) < ∞ ⇒ P (An i.o.) = 0, i.e.,

P (Acn ev.) = 1. (ii) 独立な事象An, n ∈ Nに対して，
∑

n P (An) = ∞ ⇒ P (An i.o.) = 1.

Proof. (i) N =
∑

n 1An とおくと，Fubiniの定理より，E[N ] =
∑

n P (An) <∞. 従って，
N <∞ a.s., i.e., P (An i.o.) = 0.

(ii) m < M <∞とする．独立性と 1 − x ≤ e−xより，

P

(
M∩
n=m

Acn

)
=

N∏
n=m

(1 − P (An)) ≤
M∏
n=m

exp(−P (An))

= exp

(
−

M∑
n=m

P (An)

)
→ 0, M → ∞.

∩M
n=mA

c
n ↓

∩∞
n=mA

c
n より，P (

∩∞
n=mA

c
n) = 0, i.e., P (

∪∞
n=mAn) = 1.

∪∞
n=mAn ↓

lim supnAnより，P (lim supnAn) = 1.

Example 9.1. (i)の逆は正しくない．P = U(0, 1), An = (0, 1/n)とすると，lim supnAn =

{0}であるから，P (An i.o.) = 0．しかし，
∑

n P (An) =
∑

n(1/n) = ∞.

Remark 9.1. 証明から明らかなように，(i)は p.m.に限らず一般の測度でも成り立つ．
すなわち，µを (Ω,F)上の測度とすると，

∑
n µ(An) <∞なら µ(An i.o.) = 0となる．
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Borel-Cantelliの補題の応用例．

Theorem 9.2. Xn, n ∈ Nを r.v.’sとする．次の (i)–(iii)は同値である．

(i) Xnが確率収束する．

(ii) ∀ε > 0, limn,m→∞ P (|Xn −Xm| > ε) = 0.

(iii) ある r.v. Xが存在して，Xnの任意の部分列Xn(m)はXに a.s.収束するさらなる部
分列Xn(mk)をもつ．

次の事実を思い出す (証明は演習問題とする)．

Lemma 9.1 (Urysohnの部分列原理). 数列 anに対して，ある aが存在して，anの任意
の部分列が aに収束するさらなる部分列をもてば，an → a．

Proof of Theorem 9.2. (i) ⇔ (ii), (i) ⇔ (iii)を示す．

(i) ⇒ (ii). Xn
P→ X のとき，

P (|Xn −Xm| > ε) ≤ P (|Xn −X| > ε/2) + P (|Xm −X| > ε/2)

より，m,n→ ∞のとき，左辺→ 0.

(ii) ⇒ (i). 部分列 n(m)を次のように選ぶ．まず n(1) = 1とし，n(m − 1)まで決まっ
たら，n(m)を

n(m) = inf
{
M > n(m− 1) : P (|Xk −Xℓ| > 2−m) ≤ 2−m, ∀k, ℓ ≥M

}
と決める．Am = {|Xn(m+1) −Xn(m)| > 2−m}とおくと，

∑
m P (Am) ≤

∑
m(1/2m) <∞

であるから，Borel-Cantelliの補題より，P (Acm ev.) = 1．ω ∈ {Acm ev.}に対しては，十
分大きなmに対して，|Xn(m+1)(ω) −Xn(m)(ω)| ≤ 2−mとなるから，

|Xn(m+ℓ)(ω) −Xn(m)(ω)| ≤ 2−m + · · · + 2−m−ℓ+1 ≤ 2−m+1, ∀ℓ ≥ 1.

m, ℓ → ∞のとき右辺→ 0であるから，{Xn(m)(ω)}∞m=1は Rの Cauchy列である．よっ
て，Rの完備性より，有限な limmXn(m)(ω)が存在する. ここで，

X(ω) =

limmXn(m)(ω) if ω ∈ {Acm ev.}
0 otherwise

とおけば，X は r.v.であって 8，Xn(m) → X a.s.

Xn
P→ X を示す．

P (|Xn −X| > ε) ≤ P (|Xn −Xn(m)| > ε/2) + P (|Xn(m) −X| > ε/2). (∗)

8(その確認) Y := lim supmXn(m)(これは常に存在する) とおくと，Y は (R-valued) r.v. であるから，
X = Y 1{Ac

m ev.} は r.v.である．
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δ > 0を givenとすると，(ii)の条件より，∃n1,m1 ∈ N s.t. n ≥ n1,m ≥ m1 ⇒ P (|Xn −
Xn(m)| > ε/2) ≤ δ/2. また，a.s.収束するなら確率収束するので，∃m2 ∈ N s.t. m ≥
m2 ⇒ P (|Xn(m) −X| > ε/2) ≤ δ/2. ゆえに，n ≥ n1,m ≥ m1 ∨m2に対して，(∗)の右
辺≤ δ, すなわち，lim supn P (|Xn −X| > ε) ≤ δ.

(i) ⇒ (iii). Xn
P→ Xならば，Xnの任意の部分列Xn(m)はXに確率収束する. (i)と (ii)

の同値性と，(ii) ⇒ (i)の証明に現れた議論より，Xn(m)はX に a.s.収束するさらなる部
分列Xn(mk)をもつ．

(iii) ⇒ (i). an = P (|Xn −X| > ε)とおくと，a.s.収束するなら確率収束するので，an
の任意の部分列は 0に収束するさらなる部分列をもつ．よって，an → 0．

Corollary 9.1. Xn
P→ X なら，X に a.s.収束する部分列Xn(m)が存在する．

Remark 9.2. L0を r.v.’sの全体とし，

d(X,Y ) = E

[
|X − Y |

1 + |X − Y |

]
, X, Y ∈ L0

と定義すると，a.s.に等しい r.v.’sを同一視すれば，この dはL0上の距離を与える (Durrett

2.3.8). さらに，Durrett 2.3.9より，

d(Xn, X) → 0 ⇔ Xn
P→ X

であるから，dは確率収束を距離化している (Theorem 9.2より，(L0, d)が完備な距離空
間になることもわかる)．一方，a.s.収束は距離化可能でないこともわかる．つまり，

ρ(Xn, X) → 0 ⇔ Xn → X a.s.

をみたすL0上の距離 ρは存在しない．実際，そのような距離 ρが仮に存在したとして，Xn

をXn
P→ Xであるが a.s.収束はしない r.v.’sとする (cf. Exercise 9.5)．an = ρ(Xn, X)と

おくと，Xn
P→ X と Theorem 9.2より，anの任意の部分列 an(m)に対して，さらなる部

分列 an(mk)が存在して，an(mk) → 0 (k → ∞)となる．しかし，これは an → 0を意味す
るので，ρの定義より，Xn → X a.s.となって矛盾が生じる．

Example 9.2 (確率収束に対するDCTと Fatouの補題). 確率収束に対してもDCTが成

り立つ．すなわち，Xn
P→ X, ∃Y ∈ L1 s.t. |Xn| ≤ Y なら，X ∈ L1 & E[Xn] → E[X].

Proof. Xnの任意の部分列Xn(m)に対して，さらなる部分列Xn(mk)が存在して，Xn(mk) →
X a.s.となるから，X ∈ L1であって，DCTより，E[Xn(mk)] → E[X]. 極限が部分列の
とり方に依存しないから，E[Xn] → E[X]を得る.

同様に，確率収束に対しても Fatouの補題が成り立つ．すなわち，Xn ≥ 0, Xn
P→ Xな

ら，E[X] ≤ lim infnE[Xn]となる (Durrett 2.3.6)．
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次に，1 ≤ p <∞に対して，Lp空間がBanach空間であることを示そう．完備なノルム
空間のことを Banach空間と呼び，完備な内積空間のことをHilbert空間と呼ぶ．

Theorem 9.3. 1 ≤ p < ∞とし，Lp = Lp(Ω,F , P )とする．また，r.v. X に対して，
∥X∥p = (E[|X|p])1/pと定義する．このとき，a.s.に等しい r.v.’sを同一視すれば，(Lp, ∥·∥p)
は実Banach空間になる．さらに，L2は内積 ⟨X,Y ⟩ = E[XY ]に関して実Hilbert空間に
なる．

Proof. ∥ · ∥pがノルムであることはよい．完備性を示す．∥Xn −Xm∥p → 0 (n,m → ∞)

とする．このとき，Xn − Xm
P→ 0 (n,m → ∞)であるから，ある r.v. X が存在して，

Xn
P→ X となる．ここで，nを固定してm→ ∞とすると，Xn −Xm

P→ Xn −X となる
から，確率収束に対する Fatouの補題より，E[|Xn−X|p] ≤ lim infmE[|Xn−Xm|p]を得
る. n→ ∞のとき，右辺→ 0であるから，X ∈ LpとXn → X in Lpを得る．

Remark 9.3. Lp空間はほとんどの場合，無限次元である．従って，Lpの有界閉集合は
コンパクトとは限らない (逆は正しい)．これは，(実/複素)ノルム空間の閉単位球がコン
パクトであるためにはそのノルム空間が有限次元であることが必要十分であるという，関
数解析の基本的な定理から従う．確率空間が十分大きい場合，Lp空間の閉単位球がコンパ
クトでないことは，次の例からわかる：いま，(Ω,F , P )は独立かつLpノルムが 1の r.v.’s

X1, X2, . . . をもつとする．このとき，n ̸= mに対して，∥Xn −Xm∥p = ∥X1 −X2∥p > 0

であるから，{Xn}は Lpにおいて収束部分列をもたない．

次の定理は SLLNの逆である (cf. Corollary 10.1)．

Theorem 9.4. {Xi}を i.i.d. r.v.’sとすると，E[|X1|] = ∞なら，

P (Sn/nが有限な極限をもつ) = 0.

Proof. {Xi}は同一分布をもつから，

∞ = E[|X1|] =

∫ ∞

0
P (|X1| > x)dx =

∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (|X1| > x)dx ≤ 1 +

∞∑
n=1

P (|Xn| > n).

いま，{Xn > n}, n ∈ Nは独立であるから，Borel-Cantelliの補題より，P (|Xn| > n i.o.) =

1. 次に，C = {Sn/nが有限の極限をもつ }とおくと，Sn/n− Sn+1/(n+ 1) = Sn/n(n+

1) −Xn+1/(n+ 1)と，∀ω ∈ C, Sn(ω)/n(n+ 1) → 0より，

ω ∈ C ∩ {|Xn| > n i.o.} ⇒
∣∣∣∣Sn(ω)

n
− Sn+1(ω)

n+ 1

∣∣∣∣ > 2/3 i.o.

しかしこれは C の定義に矛盾するから，C ∩ {|Xn| > n i.o.} = ∅. P (|Xn| > n i.o.) = 1

より，P (C) = P (C ∩ {|Xn| > n i.o.}) + P (C ∩ {|Xn| > n i.o.}c) = 0.
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Example 9.3 (WLLNは成り立つが，SLLNは成り立たない例). Theorem 8.2とTheorem

9.4より，WLLNは成り立つが，SLLNは成り立たない例を簡単に構成できる．例えば，{Xi}
を i.i.d. r.v.’sとし，X1の分布は対称 (X1

d
= −X1)であり，P (|X1| > x) = e/(x log x) (x ≥

e) とする．このとき，xP (|X1| > x) = e/(log x) → 0 (x → ∞) であり，分布の対称

性より，θn = E[X11{|X1|≤n}] = 0であるから，Theorem 8.2より，Sn/n
P→ 0. 一方，

E[|X1|] = ∞であるから，Theorem 9.4より，Sn/nが有限な極限をもつ確率は 0である．
さらに，Kolmogorovの 0-1法則 (後述)を使うと，

lim sup
n

Sn
n

= ∞ a.s., lim inf
n

Sn
n

= −∞ a.s.

となることも示すことができる．対称性より，最初の主張のみ示せばよい．任意のA > 0に
対して，E[|X1|/A] = ∞であるから，P (|Xn| > An i.o.) = 1であり，|Xn| > Anのとき，
|Sn − Sn−1| = |Xn| > Anとなるから，|Sn| > An/2 or |Sn−1| > An/2のいずれかが起こ
る．以上の議論より，P (|Sn| > An/2 i.o.) = 1．特に，{Sn > An i.o.}と {−Sn > An i.o.}
のいずれかは正の確率をもつが，Sn

d
= −Snより，結局，P (Sn > An i.o.) > 0である．さ

らに，{Sn > An i.o.}は tail event (後述)であるから，Kolmogorovの 0-1法則より，

P (Sn > An/2 i.o.) = 1.

A > 0は任意であったから，Ω0 =
∩∞
m=1{Sn/n > m i.o.}とおくと，P (Ω0) = 1であり，

ω ∈ Ω0に対して，lim supn Sn(ω)/n = ∞.

Example 9.4 (可積分性の特徴づけ). Borel-Cantelliの補題は，r.v.の可積分性の興味深
い特徴づけを導く．その一例として，i.i.d. r.v.’s {Xi}に対して，

E[|X1|] <∞ ⇔ P (|Xn| > n i.o.) = 0 ⇔ Xn/n→ 0 a.s.

を示してみる．まず，

E[|X|] =

∫ ∞

0
P (|X| > x)dx =

∞∑
n=0

∫ n+1

n
P (|X| > x)dx

より，
∑∞

n=0 P (|X| > n+ 1) ≤ E[|X|] ≤
∑∞

n=0 P (|X| > n)となるから，

E[|X|] <∞ ⇔
∞∑
n=1

P (|X| > n) <∞.

次に，{Xi}は同一分布に従うから，
∑

n P (|X1| > n) =
∑

n P (|Xn| > n). {Xn > n}, n ∈
Nは独立であるから，Borel-Cantelliの補題より，

E[|X1|] <∞ ⇔ P (|Xn| > n i.o.) = 0.

あとは，Xn(ω)/n→ 0 ⇒ ω ∈ {|Xn| ≤ n ev.}は明らかなので，E[|X1|] <∞ ⇒ Xn/n→ 0

a.s.を示せばよい． Yi = Xi/εとおくと，E[|Y1|] < ∞より，1 = P (|Yn| ≤ n ev.) =

P (|Xn|/n ≤ ε ev.). すなわち，lim supn |Xn|/n ≤ ε a.s. εは任意だったから，ε = εm =

1/m ↓ 0 (m→ ∞)として，Xn/n→ 0 a.s.を得る．
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Example 9.5 (表が続く回数). Zn, n ∈ Zを i.i.d. r.v.’sとし, P (Zn = 0) = P (Zn = 1) =

1/2とする．{Zn = 1}を n回目にコインの表が出る事象，{Zn = 0}を n回目に裏が出る
事象とする．n回目の時点で表が続いている回数を ℓnとおく：

ℓn = max{m : Zn−m+1 = · · · = Zn = 1}.

また，1から n回目までの時点で表が続いている回数の最大値を Lnとおく：

Ln = max
1≤m≤n

ℓm.

P (ℓn = k) = P (Zn−k = −1, Zn−k+1 = · · · = Zn = 1) = (1/2)k+1である.

Ln/ log2 n→ 1 a.s.

を示す．まず，P (ℓn ≥ (1 + ε) log2 n) ≤ n−(1+ε)であるから，Borel-Cantelliの補題より
P (ℓn < (1 + ε) log2 n ev.) = 1. すなわち，∃Nε ∈ A, P (Nε) = 0 s.t. ∀ω ∈ Ω \Nε, ∃n0 =

n0(ω) ∈ N with n > n0 ⇒ ℓn(ω)/ log2 n < 1 + ε. 従って，lim supn Ln(ω)/ log2 n ≤ 1 +

ε (∀ω ∈ Ω\Nε). N =
∪∞
m=1N1/mとおくと，P (N) = 0であり，lim supn Ln(ω)/ log2 n ≤

1 + 1/m (∀ω ∈ Ω \N, ∀m ∈ N). 従って，lim supn Ln/ log2 n ≤ 1 a.s.

あとは，lim infn Ln/ log2 n ≥ 1 a.s.を示せばよい．kn = ⌊(1 − ε) log2 n⌋とおき，nを
knで割った商を qn，余りを rnとする．n = qnkn + rn．{1, . . . , n}を qn + 1個のブロック
に分割する．

{1, . . . , kn}︸ ︷︷ ︸
In,1

, {kn + 1, . . . , 2kn}︸ ︷︷ ︸
In,2

, . . . , {(qn − 1)kn + 1, . . . , qnkn}︸ ︷︷ ︸
In,qn

, {qnkn + 1, . . . , n}.

ここで，P (ℓjkn ≥ kn) ≥ P (Zi = 1 ∀i ∈ In,j) = 2−kn ≥ n−(1−ε). 十分大きな nに対して，
qn ≥ n/ log2 nであり，そのとき，

P (Ln ≤ (1 − ε) log2 n) = P (ℓm ≤ (1 − ε) log2 n, 1 ≤ ∀m ≤ n)

≤ P (ℓjkn ≤ (1 − ε) log2 n, 1 ≤ ∀j ≤ kn)

≤ (1 − n−(1−ε))qn ≤ e−n
ε/ log2 n. (∵ (1 − x/n)n ≤ e−x)

右辺の nに関する和は有限なので，Borel-Cantelliの補題より，

P (Ln > (1 − ε) log2 n ev.) = 1.

ε > 0は任意だったから，lim infn Ln/ log2 n ≥ 1 a.s.を得る．
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Kolmogorovの 0-1法則

X1, X2, . . . を独立な r.v.’sとする．

F ′
n := σ(Xn, Xn+1, . . . ) :=

∨
m≥n

σ(Xm)

とおくと，F ′
nはXn, Xn+1, . . . が可測になる Ω上の最小の σ-fieldである．このとき，

T :=
∩
n

F ′
n

を tail σ-fieldと呼び，T に属する事象を tail eventと呼ぶ．直感的には，tail eventは有
限個のXmを取り除いても不変な事象と理解できる．

Example 9.6. (i) Sn =
∑n

m=1Xm とおくと，{limn Snが存在する } ∈ T．(ii) An ∈
σ(Xn) (n = 1, 2, . . . )に対して，lim supAn ∈ T . (iii) {lim supnXn > a} ∈ T .

Proof. いずれも直感的には明らかであるが，形式的に証明してみる．
(i). A = {limn Snが存在する }とおくと，任意の k ∈ Nに対して，

A =
∩

r>0,r∈Q

∪
N≥k

∩
n,m≥N

{|Sn − Sm| < r}.

n,m ≥ kのとき，{|Sn − Sm| < r} ∈ σ(Xn∧m+1, . . . , Xn∨m) ⊂ F ′
k+1より，A ∈ F ′

k+1で
あり，kは任意だったから，A ∈

∩
k F ′

k = T を得る.

(ii). lim supAn =
∩
m≥1

∪
n≥mAn =

∩
m≥k

∪
n≥mAnより，lim supAn ∈ F ′

kであり，k
は任意であるから，lim supnAn ∈ T を得る．

(iii). (ii)において，An = {Xn > a} ∈ σ(Xn)とおくと，lim supAn = {An i.o.} =

{lim supnXn > a}.

Theorem 9.5 (Kolmogorovの 0-1法則). P (A) ∈ {0, 1} ∀A ∈ T .

Proof. まず，F ′
1 と T が独立なことを示す．

∪
k σ(X1, . . . , Xk) と T は Ω を含む π シス

テムであるから，F ′
1 と T が独立であることを示すには，任意の A ∈

∪
k σ(X1, . . . , Xk)

と B ∈ T に対して，P (A ∩ B) = P (A)P (B)を示せばよいが，ある k ∈ Nに対して，
A ∈ σ(X1, . . . , Xk)であり，T ⊂ F ′

k+1 = σ(Xk+1, Xk+2, . . . )であるから，Lemma 7.2よ
り，P (A∩B) = P (A)P (B)を得る．次に，A ∈ T に対して，T ⊂ F ′

1よりA ∈ F ′
1でもある

から，AはA自身と独立である．従って，P (A) = P (A∩A) = P (A)2より，P (A) ∈ {0, 1}
を得る.

Remark 9.4. F の sub σ-field G が自明 (trivial)であるとは，P (A) ∈ {0, 1} (∀A ∈ G)

となることを言う．Kolmogorovの 0-1法則は tail σ-fieldが自明になることを述べている．
次の事実を確認しておく．
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Lemma 9.2. Gを自明な σ-fieldとすると，G可測な r.v. X, i.e., X−1(B) ∈ G (∀B ∈ B)

なる r.v.は a.s.に定数に等しい．

Proof. {X ≤ x} ∈ Gであるから，P (X ≤ x) ∈ {0, 1}. すなわち，X の d.f.は {0, 1}にし
か値をとらない．これはX が a.s.に定数に等しいことを意味する．

演習問題

Exercise 9.1. Lemma 9.1を示せ．

Exercise 9.2. lim infnAn ⊂ lim supnAnを示せ．lim infnAn ⊊ lim supnAnとなるよう
な例を構成せよ．

Exercise 9.3. lim supn 1An = 1lim supn An , lim infn 1An = 1lim inf An を示せ。

Exercise 9.4. lim supn P (An) ≤ P (lim supnAn), P (lim infnAn) ≤ lim infn P (An) を
示せ．

Exercise 9.5. Xnを P (Xn = 1) = pn, P (Xn = 0) = 1 − pnなる r.v.とする．このとき，

Xn
P→ 0となるための pnに関する必要十分条件と，Xn → 0 a.s.となるための pnに関す

る必要十分条件を導出せよ．また，Xn
P→ 0であるが，Xn → 0 a.s.とはならない pnを構

成せよ．

Exercise 9.6. 任意の r.v.’s Xn に対して，ある定数列 cn > 0が存在して，Xn/cn → 0

a.s.となることを示せ．

Exercise 9.7. X1, X2, . . . を独立な r.v.’sとする．このとき，supnXn <∞ a.s.であるた
めには，あるA > 0が存在して，

∑
n P (Xn > A) <∞となることが必要十分であること

を示せ．

Exercise 9.8. {Xi} を i.i.d. r.v.’s とすると，次の (1)–(3) が同値なことを示せ．(1)

E[|X1|] <∞; (2) max1≤i≤n |Xi|/n→ 0 a.s.; (3) E[max1≤i≤n |Xi|]/n→ 0.

Exercise 9.9. X1, X2, · · · ∼ N(0, 1) i.i.d.とする．ϕ(x) = (2π)−1/2e−x
2/2 を N(0, 1)の

密度関数とする．

(a) 　

lim
x→+∞

P (X1 > x)

x−1ϕ(x)
= 1

を示せ．

(b)

lim sup
n

(Xn/
√

2 log n) = 1 a.s.

を示せ．
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Exercise 9.10 (Kochen-Stone). {An} ⊂ F とし，
∑

n P (An) = ∞とする．このとき，

P (An i.o.) ≥ lim sup
n

{
∑n

m=1 P (Am)}2∑n
ℓ=1

∑n
m=1 P (Aℓ ∩Am)

を示せ．{An}が独立なら，右辺は= 1なので，上の不等式はBorel-Cantelliの補題 (ii)の
一般化である．
ヒント：

∑M
n=m 1An に対して，Paley-Zygmundの不等式を適用する．

Exercise 9.11 (Riesz-Fischer). Theorem 9.3 は一般の測度空間に対しても成り立つ．
(S,S, µ)を測度空間とし，1 ≤ p < ∞に対して，Lp = Lp(S,S, µ), ∥f∥p = (

∫
|f |pdµ)1/p

とすると，a.e.に等しい関数を同一視すれば，(Lp, ∥ · ∥p)は実 Banach空間になる．また，
p = 2のときは，L2は ⟨f, g⟩ =

∫
fgdµを内積として実Hilbert空間になる．これらを示せ．

ヒント：Lpの Cauchy列 {fn}に対して a.e.収束する適当な部分列 {fnk
}が存在する：

fnk
→ f a.e. このとき，∥fn − f∥p → 0を示せ．

Exercise 9.12. 前問において，µが σ-finiteであって，Sが可算生成なら，(Lp, ∥ · ∥p)は
可分であることを示せ．

Exercise 9.13. さらに，a.e.に等しい関数を同一視すれば，(L∞, ∥ · ∥∞)は実Banach空
間になることを示せ．しかし，L∞は µが σ-finiteで S が可算生成であったとしても，可
分とは限らない．例えば，µをN上の計数測度とすると，ℓ∞ := L∞(N, 2N, µ)は可分でな
いことを確認せよ．

Exercise 9.14. A,B ∈ F に対して，d(A,B) = P (A∆B)と定義すると，P (A∆B) = 0

なるA,Bを同一視すれば，(F , d)は完備な距離空間であることを示せ．
ヒント：dが距離であることは Theorem 1.3で示した．完備性を示すために，

d(A∆B) = E[|1A − 1B|]

なる表現を使え．
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10 大数の強法則

本節は SLLNとそれに関連する結果をいくつか紹介する．

Theorem 10.1 (SLLN). {Xi : i ∈ N}を i.i.d. r.v.’sとし, E[|X1|] < ∞とする．このと
き，Sn/n→ E[X1] a.s. (n→ ∞).

証明は次の定理とKroneckerの補題による．

Theorem 10.2 (1級数定理). {Xi}を独立な r.v.’sとし，E[Xi] = 0, E[X2
i ] < ∞ (∀i)と

する．このとき，
∑∞

n=1E[X2
n] <∞なら，a.s.に Snは有限な値に収束する．

cf. Kolmogorovの 0-1法則. Theorem 10.2の証明のために，次の Kolmogorovの最大
不等式を示す．

Theorem 10.3 (Kolmogorovの最大不等式). X1, . . . , Xnを独立な r.v.’sとし，E[Xi] =

0, E[X2
i ] <∞ (1 ≤ ∀i ≤ n)とする．このとき，あらゆる x > 0に対して，

P

(
max
1≤k≤n

|Sk| ≥ x

)
≤ E[S2

n]

x2

が成り立つ．

Proof. Ak = {|Sk| ≥ x, |Sj | < x, 1 ≤ ∀j < k}とおく．A1, . . . , Anは排反であるから，

E[S2
n] ≥

n∑
k=1

E[S2
n1Ak

] =
n∑
k=1

E[(Sk + (Sn − Sk))
21Ak

]

≥
n∑
k=1

E[S2
k1Ak

] + 2

n∑
k=1

E[(Sn − Sk)Sk1Ak
].

Sk1Ak
は σ(X1, . . . , Xk)可測であり，一方，Sn − Skは σ(Xk+1, . . . , Xn)可測であるから，

両者は独立である．従って，

E[(Sn − Sk)Sk1Ak
] = E[Sn − Sk]︸ ︷︷ ︸

=0

E[Sk1Ak
] = 0.

Ak上で |Sk| ≥ xであることと，A1, . . . , Anが排反であることより，

E[S2
n] ≥

n∑
k=1

E[S2
k1Ak

] ≥ x2
n∑
k=1

P (Ak) = x2P

(
n∪
k=1

Ak

)
= x2P

(
max
1≤k≤n

|Sk| ≥ x

)
.

最後の等号はAkの定義から従う．
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Proof of Theorem 10.2. Kolmogorovの最大不等式より，

P

(
max

M≤m≤N
|Sm − SM | > ε

)
≤ ε−2E[(SN − SM )2] = ε−2

N∑
n=M+1

E[X2
n].

N → ∞のとき，{maxM≤m≤N |Sm − SM | > ε} ↑ {supm≥M |Sm − SM | > ε}より，

P

(
sup
m≥M

|Sm − SM | > ε

)
≤ ε−2

∞∑
n=M+1

E[X2
n] → 0, M → ∞.

wM = supm≥M |Sm − SM |とおくと，wM
P→ 0. ここで次の補題を用いる．

Lemma 10.1. Yn ≥ 0が非増加で Yn
P→ 0なら，Yn → 0 a.s.

Proof of Lemma 10.1. Yn
P→ 0より，∃Yn(k) → 0 a.s. ω ∈ {Yn(k) → 0}に対して，∀ε >

0, ∃k ∈ N s.t. Yn(k)(ω) ≤ ε. Yn は非増加であるから，n ≥ n(k)に対して，Yn(ω) ≤
Yn(k)(ω) ≤ ε.

定理の証明に戻ると，wM ≥ 0は非増加で wM
P→ 0であるから，wM → 0 a.s., i.e., Sn

は a.s.に Cauchy列である．よって，求める結論を得る．

Lemma 10.2 (Kroneckerの補題). an ↑ ∞であって
∑∞

n=1 xn/anが収束するなら，

1

an

n∑
m=1

xn → 0.

Proof. a0 = b0, bm =
∑m

k=1 xk/akとおくと，xm = am(bm− bm−1)であるから，簡単な計
算により，a−1

n

∑n
m=1 xm = bn −

∑n
m=1(am − am−1)bm−1/an. 仮定より，limn bn =: bが

存在する．一方，
∑n

m=1(am − am−1)bm−1/an → bを示すのは難しくない．

Proof of Theorem 10.1. Yk = Xk1{|Xk|≤k}, Tn =
∑n

k=1 Yk とおくと，
∑∞

k=1 P (|Xk| >
k) ≤ E[|X1|] <∞ となるから，Borel-Cantelliの補題より，P (Xk ̸= Yk i.o.) = 0. よって，
|Sn/n− Tn/n| → 0 a.s.となる．Zk = Yk − E[Yk]とおくと，

E[Z2
k ] ≤ E[Y 2

k ] = 2

∫ ∞

0
yP (|Yk| > y)dy ≤ 2

∫ k

0
yP (|X1| > y)dy

であるから，
∞∑
k=1

E[Z2
k ]/k2 ≤ 2

∑
k

k−2

∫ ∞

0
1{y<k}yP (|X1| > y)dy

= 2

∫ ∞

0

{∑
k

k−21{y<k}

}
yP (|X1| > y)dy

= 2

∫ ∞

0
(
∑
k>y

k−2)yP (|X1| > y)dy.
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ここで，
∑

k>y k
−2 = O(y−1) (y → ∞),

∫∞
0 P (|X1| > y)dy = E[|X1|] < ∞であるから，∑∞

k=1 Zk/kは a.s.に収束する．従って，Kroneckerの補題より，

Tn
n

− 1

n

n∑
k=1

E[X11{|X1|≤k}]︸ ︷︷ ︸
=θn

=
1

n

n∑
k=1

Zk → 0 a.s.

DCTより，E[X11{|X1|≤k}] → E[X1] (k → ∞)となるから，θn → E[X1] (n → ∞)であ
る. 従って，Tn/n→ E[X1] a.s.を得る．

次の結果は，期待値E[X1]が存在していさえすれば，それが発散していても SLLNが成
り立つことを示している．

Corollary 10.1. {Xi}を i.i.d. r.v.’sとする．このとき，E[X+
1 ] = ∞, E[X−

1 ] <∞なら，
Sn/n→ ∞ a.s.となる．

Proof. M > 0, XM
i = Xi ∧M とおくと，E[|XM

i |] < ∞より，SMn /n :=
∑n

i=1X
M
i /n →

E[XM
1 ] a.s. さらに，Xi ≥ XM

i より，

lim inf
n

Sn/n ≥ lim inf
n

SMn /n = E[XM
1 ] a.s.

ここで，Fatouの補題より，∞ = E[X+
1 ] ≤ lim infM E[(XM

1 )+]であるから，E[XM
1 ] =

E[(XM
1 )+] − E[(XM

1 )−] → ∞. 従って，lim infn Sn/n = ∞ a.s.

Remark 10.1. 対称性より，E[X+
1 ] <∞, E[X−

1 ] = ∞なら，Sn/n→ −∞ a.s.となる．

Corollary 10.2 (収束レート). {Xi}を i.i.d. r.v.’sとし, E[X1] = 0, E[X2
1 ] <∞とする．

このとき，各 ε > 0に対して，Sn/n1/2(log n)1/2+ε → 0 a.s.となる．

Proof. an = n1/2(log n)1/2+ε, n ≥ 2, a1 = 1とおくと，

∑
n

E[(Xn/an)2] = E[X2
1 ]

{
1 +

∞∑
n=2

1

n(log n)1+2ε

}
<∞.

よって，
∑

nXn/anは a.s.に収束する．Kroneckerの補題より，Sn/n→ 0 a.s.を得る．

収束レートに関しては，さらに次の定理が成り立つことが知られている．

Theorem 10.4 (Hartman-Winterの重複対数の法則). {Xi}を i.i.d. r.v.’sとし, E[Xi] =

0, E[X2
i ] = 1とする．このとき，

lim sup
n

Sn√
2n log log n

= 1, lim inf
n

Sn√
2n log log n

= −1.

が成り立つ．
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Remark 10.2. log log nが現れるので，重複 “対数”と呼ばれる．重複 “大数”ではない．
重複対数の法則はあとで Skorohodの埋め込み定理を用いて証明する．それとは異なる方
針の証明は，Stroock (2011, Theorem 1.5.9)を参照せよ．

E[|X1|p] <∞, 1 < p < 2のときは次の定理が成り立つ．

Theorem 10.5 (Marcinkiewicz-Zygmund). {Xi}を i.i.d. r.v.’sとし, E[X1] = 0とす
る．また，1 < p < 2とする．このとき，Sn/n1/p → 0 a.s.となるための必要十分条件は
E[|X1|p] <∞となることである．

Proof. 必要性は演習問題とする. 十分性を示す．Yk = Xk1{|Xk|≤k1/p}, Tn =
∑n

k=1 Ykとお
くと，

n∑
k=1

P (Yk ̸= Xk) =

n∑
k=1

P (|Xk|p > k) =

∞∑
k=1

P (|X1|p > k) ≤ E[|X1|p] <∞

であるから，Borel-Cantelliの補題より，P (Yk ̸= Xk i.o.) = 0. 従って，Tn/n1/p → 0 a.s.

を示せばよい．そのために，Kroneckerの補題を使って，(Tn−E[Tn])/n1/p → 0 a.s.を示
し，次に，E[Tn]/n1/p → 0を示す．まず，

∞∑
n=1

Var(Yn/n
1/p) ≤

∞∑
n=1

E[Y 2
n /n

2/p] =

∞∑
n=1

n−2/p

∫ ∞

0
2yP (|Yn| > y)dy.

定義より，|Yn| ≤ n1/pであり，P (|Yn| > y) ≤ P (|Xn| > y) = P (|X1| > y)であるから，

≤
∞∑
n=1

n−2/p

∫ n1/p

0
2yP (|X1| > y)dy

=

∞∑
n=1

n−2/p
n∑
k=1

∫ k1/p

(k−1)1/p
2yP (|X1| > y)dy

=

∞∑
k=1

∫ k1/p

(k−1)1/p

( ∞∑
n=k

n−2/p

)
2yP (|X1| > y)dy. (∵ Fubiniの定理)

ここで，
∑∞

n=k n
−2/p = O((k − 1)(p−2)/p) (k → ∞). 一方，

∞∑
k=2

∫ k1/p

(k−1)1/p
(k − 1)(p−2)/pyP (|X1| > y)dy ≤

∞∑
k=2

∫ k1/p

(k−1)1/p
yp−1P (|X1| > y)dy

=

∫ ∞

1
yp−1P (|X1| > y)dy <∞.

従って，
∑

n Var(Yn/n
1/p) < ∞であるから，

∑
n(Yn − E[Yn])/n1/p は a.s.に収束する．

よって，Kroneckerの補題より，(Tn −E[Tn])/n1/p → 0 a.s.を得る．次に，E[Yk]を評価
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する．E[Xk] = 0より，E[Yk] = −E[X11{|X1|>k1/p}]なので，

|E[Yk]| ≤ E[|X1|1{|X1|>k1/p}] = k1/pE[(|X1|/k1/p)1{|X1|>k1/p}]

≤ k1/pE[(|X1|/k1/p)p1{|X1|>k1/p}] (∵ |X1|/k1/p > 1 if 1{|X1|>k1/p} = 1)

= k1/p−1E[|X1|p1{|X1|p>k}].

E[|X1|p1{|X1|p>k}] ↓ 0 (k → ∞)より，∀ε > 0, ∃k0 ∈ N s.t. k ≥ k0 ⇒ E[|X1|p1{|Xk|>k}] ≤
ε. 以上より，n→ ∞のとき，

n−1/p
n∑
k=1

|E[Yk]| ≤ n−1/p(

k0−1∑
k=1

+
n∑

k=k0

)

≤ o(1) + εn−1/p
n∑

k=k0

k−1/p+1

︸ ︷︷ ︸
=O(n1/p)

　 = o(1) + εO(1).

ε > 0は任意だったから，n−1/p
∑n

k=1E[Yk] → 0.

SLLNの応用例

Example 10.1 (再生理論). {Xi}を i.i.d.正値 r.v.’sとし，Tn =
∑n

i=1Xiとおく．Tnは
n回目の事象が起こる時刻と考えることができる．例えば，Xiを電球 iの持続時間とする
と，Tnは n番目の電球が切れる時間であって，Nt = sup{n ≥ 1 : Tn ≤ t}は時刻 tまでに
切れる電球の個数である．

Theorem 10.6. E[X1] = θ ≤ ∞とおくと，t→ ∞のとき，

Nt/t→ 1/θ a.s.

ただし，1/∞ = 0とする．

Proof. SLLNより，Tn/n→ θ a.s. Ntの定義より，TNt ≤ t < TNt+1であるから，

TNt

Nt
≤ t

Nt
≤ TNt+1

Nt + 1

Nt + 1

Nt
.

Tn < ∞ (∀n)より，Nt ↑ ∞ (t → ∞). Ω0 = {Tn/n → θ, Nt ↑ ∞}とおくと，P (Ω0) = 1

であって，∀ω ∈ Ω0, TNt(ω)(ω)/Nt(ω) → θ, (Nt(ω) + 1)/Nt(ω) → 1. 従って，t/Nt → θ

a.s.を得る．

Example 10.2 (Glivenko-Cantelliの定理). X1, X2, · · · ∼ F i.i.d.とする．X1, . . . , Xnの
経験分布関数 (empirical distribution function)を

F̂n(x) := F̂n(x, ω) :=
1

n

n∑
i=1

1{Xi(ω)≤x}
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と定義する．ここで，E[F̂n(x)] = F (x)であるから，各 x ∈ Rに対して，F̂n(x) → F (x)

a.s.が成り立つ． さらに，a.s.に一様収束が成り立つ．

Theorem 10.7 (Glivenko-Cantelli). supx∈R |F̂n(x) − F (x)| → 0 a.s.

証明の前に，次の補題を示す．

Lemma 10.3. p ∈ (0, 1)に対して，F (F−1(p)) ≥ p, F (F−1(p)−) ≤ p.

Proof. F−1(p)の定義より，xm ↓ F−1(p), F (xm) ≥ pなる数列 xmが選べる．ここで，F
の右連続性より，F (F−1(p)) = limm F (xm) ≥ p. 次に，F−1(p)の定義より，x < F−1(p)

に対して，F (x) < pとなる．x ↑ F−1(p)として，F (F−1(p)−) ≤ pを得る．

Proof of Theorem 10.7. d.f.の右連続性より，supx∈R |F̂n(x) − F (x)| = supx∈Q |F̂n(x) −
F (x)|となるので，左辺は可測である．SLLNより，各 x ∈ Rに対して，

F̂n(x−) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi<x} → P (X1 < x) = F (x−) a.s.

となる (除外集合は xに依存する！)．k ≥ 2に対して，x0,k = −∞, xj,k = F−1(j/k), 1 ≤
j ≤ k − 1, xk,k = ∞として，

∆n,k = max
1≤j≤k−1

|F̂n(xj,k) − F (xj,k)| ∨ max
1≤j≤k−1

|F̂n(xj,k−) − F (xj,k−)|

とおくと，limn ∆n,k = 0 a.s.である．Ωk = {limn ∆n,k = 0}とおく．
いま，xj,kの定義より，F (xj,k−)−F (xj−1,k) ≤ j/k− (j − 1)/k = k−1となるから，各

x ∈ (xj−1,k, xj,k)に対して，

F̂n(x) ≤ F̂n(xj,k−) ≤ F (xj,k−) + ∆n,k

≤ F (xj−1,k) + k−1 + ∆n,k ≤ F (x) + k−1 + ∆n,k,

F̂n(x) ≥ F̂n(xj−1,k) ≥ F (xj−1,k) − ∆n,k

≥ F (xj,k−) − k−1 − ∆n,k ≥ F (x) − k−1 − ∆n,k.

従って，supx∈R |F̂n(x) − F (x)| ≤ k−1 + ∆n,k. Ω̃ =
∩∞
k=2 Ωkとおくと，

lim sup
n

sup
x∈R

|F̂n(x, ω) − F (x)| ≤ k−1, ∀ω ∈ Ω̃, ∀k ≥ 2.

P (Ω̃) = 1より，k → ∞として結論を得る．

Remark 10.3. 大数の強法則はペアワイズに独立な r.v.’sに対しても成り立つ．すなわ
ち，{Xi}をペアワイズに独立な r.v.’s (i.e., 各 i ̸= j に対して，Xi とXj は独立)であっ
て，同一分布に従うとする．このとき，E[|X1|] <∞なら，Sn/n→ E[X1] a.s.が成り立
つ (Etemedi, 1981). 詳細は，Durrett (2010, Section 2.4)を参照せよ．
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演習問題

Exercise 10.1. Theorem 10.5の必要性の部分を示せ．

Exercise 10.2. 連続関数 f : [0, 1] → Rに対して，

lim
n→∞

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
f((x1 · · ·xn)1/n)dx1 · · · dxn

を計算せよ．

Exercise 10.3. {Xi}を i.i.d. r.v.’sとし，E[|X1|] < ∞, E[X1] = 0とする．{ci} ⊂ Rが
有界なら，n−1

∑n
i=1 ciXi → 0 a.s.となることを示せ．

r.v. X が対称であるとは，X d
= −X となることを言う．

Exercise 10.4 (Lévy の不等式). X1, . . . , Xn を独立な対称 r.v.’s とし，τn を τn(ω) =

min{1 ≤ m ≤ n : |Xm(ω)| = max1≤ℓ≤n |Xℓ(ω)|}と定義する．Yn(ω) = Xτn(ω)(ω), Ŝn =

Sn − Ynとおく．このとき，
(Ŝn, Yn)

d
= (−Ŝn, Yn)

を示せ．これから，

P (Yn ≥ x) ≤ P (Yn ≥ x, Ŝn ≥ 0) + P (Yn ≥ x, Ŝn ≤ 0)

= 2P (Yn ≥ x, Ŝn ≥ 0) ≤ 2P (Sn ≥ x) = P (|Sn| ≥ x)

を得る．

Exercise 10.5. {Xi}を対称な i.i.d. r.v.’sとする．このとき，

∃C > 0 s.t. lim
n
P (|Sn/n| ≤ C) = 1 ⇒ lim

n
nP (|X1| ≥ n) = 0

を示せ．

Theorem 8.2とあわせて，対称な i.i.d. r.v.’s {Xi}に対しては，

Sn/n
P→ 0 ⇔ lim

n
nP (|X1| ≥ n) = 0

が成り立つ．
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Part III. 中心極限定理

本パートのトピックは中心極限定理 (CLT)である．CLTは，適当な仮定のもとで，正
規化した標本平均が標本サイズが大きいとき “近似的に”正規分布に従うことを述べるも
のである．もちろん，“近似的に正規分布に従う”，というステートメントはその意味を厳
密に定義する必要がある．以下，分布の収束とCLTに関連したトピックを考察していく．

11 弱収束

区間 I 上の関数H に対して，C(H) = {x ∈ I : H は xで連続 }と定義する．
F, Fn, n ∈ Nを d.f.’sとすると，Fn が F に弱収束する (converge weakly)とは，あら

ゆる x ∈ C(F )に対して，limn Fn(x) = F (x)となることを言う．このとき，Fn
w→ F と

書く．(R,B)上の p.m.’s µ, µn, n ∈ Nに対して，その d.f.’sをそれぞれ F, Fn, n ∈ Nと
おくと，Fn

w→ F のとき，µn は µに弱収束すると言って，µn
w→ µと書く．r.v.’s Xn ∼

Fn, n ∈ N, X ∼ F に対して，Fn
w→ F のとき，Xn は X に分布収束する (converge in

distribution)と言って，Xn
d→ Xと書く．やや記号の濫用であるが，Xn

d→ µと書いたり

もする．もちろん，この意味は，X ∼ µに対して，Xn
d→ X となることである．

Fn の弱収束極限は存在すれば一意である．なぜなら，Fn
w→ F, Fn

w→ Gとすると，
F (x) = G(x) ∀x ∈ C(F ) ∩ C(G) =: C だが，F,Gの不連続点は高々可算個しかないので，
CはRで稠密である. よって，∀x ∈ R, ∃xm ∈ C s.t. xm ↓ xであり，d.f.の右連続性より，

F (x) = lim
m
F (xm) = lim

m
G(xm) = G(x).

従って，F = Gである．
弱収束の定義において，F の不連続点に対しては，Fnは F に収束しなくてもよい．

Example 11.1. X ∼ F,Xn = X + 1/nとすると，F の不連続点 xに対して，

Fn(x) := P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x− 1/n) = F (x− 1/n) → F (−x) ̸= F (x).

ただし，F の連続点 xに対しては，Fn(x) → F (x)であるから，Fn
w→ F .

一方，F が連続なとき，弱収束は各点収束を意味する．じつはもっと強いことが言える．

Theorem 11.1 (Pólya. Durrett 3.2.9). Fn
w→ F とし，F を連続とする．このとき，

sup
x∈R

|Fn(x) − F (x)| → 0, n→ ∞

となる．
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分布収束は d.f.’sの弱収束によって定義されるので，XnとX が同じ確率空間で定義さ
れている必要はない．従って，分布収束は，a.s.収束，Lp収束，確率収束のいずれも含意
しない．しかし，Fn

w→ F のとき，Fn, F をそれぞれ d.f.にもつ r.v.’s Yn, Y (Yn, Y は同じ
確率空間に定義されている必要がある)であって，Yn → Y a.s.となるものを構成できる．

Theorem 11.2 (Skorohodの表現定理). Fn
w→ Fのとき，∃Yn ∼ Fn, ∃Y ∼ F s.t. Yn → Y

a.s.

Remark 11.1. 言い換えると，Xn
d→ X のとき，適当な確率空間 (Xn, X が定義された

確率空間とは違ってもよい)上に Yn
d
= Xn, Y

d
= Xなる r.v.’sであって，Yn → Y a.s.なる

ものを構成できる．Xn → X a.s.は言えないので注意する．

Skorohodの表現定理の証明に次の定理を使う．

Theorem 11.3. Fn
w→ F なら，F−1

n (p) → F−1(p) (∀p ∈ C(F−1)).

Remark 11.2. この定理自体，結構重要な結果である．例えば，X1, X2, · · · ∼ F i.i.d.とし，
X1, . . . , Xnの経験分布関数を F̂nとすると，Glivenko-Cantelliの定理より，supx∈R |F̂n(x)−
F (x)| → 0 a.s. 一様収束が成り立つ ωに対して，F̂n(·, ω)

w→ F (n→ ∞)となるので，各
p ∈ C(F−1)に対して，

F̂−1
n (p) → F−1(p) a.s.

すなわち，F̂−1
n (p)は F−1(p)の一致推定量となる．

Proof of Theorem 11.3. ε > 0, p ∈ C(F−1)を任意に固定する．F の不連続点は高々可算
個しかないので，(F−1(p) − ε, F−1(p)) ∩ C(F ) ̸= ∅. x ∈ (F−1(p) − ε, F−1(p)) ∩ C(F )に
対して，x < F−1(p)より，F (x) < p. 一方，x ∈ C(F )より，Fn(x) → F (x)であるから，
十分大きな nに対して，Fn(x) < p. よって，F−1

n (p) > x > F−1(p) − ε. n → ∞として，
lim infn F

−1
n (p) ≥ F−1(p) − ε.

逆の不等式を示す．∀p′ > p, ∃x ∈ C(F ) s.t. F−1(p′) < x < F−1(p′) + ε. 左側の不等式
より，F (x) ≥ p′ > p. x ∈ C(F )より，Fn(x) → F (x)であるから，十分大きな nに対し
て，Fn(x) ≥ p. よって, F−1

n (p) ≤ x < F−1(p′) + ε. n → ∞として，lim supn F
−1
n (p) ≤

F−1(p′) + ε. p ∈ C(F−1)より，p′ ↓ pとして，lim supn F
−1(p) ≤ F−1(p) + εを得る．

Proof of Theorem 11.2. 確率空間を

(Ω,F , P ) = ((0, 1),B(0,1), U(0, 1))

とする．また，U(ω) = ω, ω ∈ Ωとする．このとき，U ∼ U(0, 1)であるから，

Yn := F−1
n (U) ∼ Fn, Y := F−1(U) ∼ F.

F−1の不連続点は高々可算個しかないので，F−1
n (U) → F−1(U) a.s.
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以下，弱収束・分布収束の性質を調べて行く．

Cb(R) = {f : f : R → R, f は有界連続 }

とおく．

Theorem 11.4. Xn
d→ X ⇔ limnE[g(Xn)] = E[g(X)] (∀g ∈ Cb(R)).

Proof. ⇒. Skorohodの表現定理より明らか．
⇐. x ∈ C(F ), ε > 0を任意に固定する．gx,ε : R → [0, 1]を連続で，

gx,ε(y) =

1 if y ≤ x

0 if y > x+ ε

をみたすものとすると，1(−∞,x] ≤ gx,ε ≤ 1(−∞,x+ε]より，

lim sup
n

Fn(x) ≤ lim
n
E[gx,ε(Xn)] = E[gx,ε(X)] ≤ F (x+ ε).

一方，1(−∞,x−ε] ≤ fx−ε,ε ≤ 1(−∞,x]であるから，

lim inf
n

Fn(x) ≥ lim
n
E[gx−ε,ε(Xn)] = E[gx−ε,ε(X)] ≥ F (x− ε).

x ∈ C(F )より，ε ↓ 0のとき，F (x− ε), F (x+ ε) → F (x).

この定理より，次の系が直ちに従う (“確率収束” ⇒ “分布収束”の部分だけが新しい)．
　

Corollary 11.1. “a.s.収束” or “Lp収束” ⇒ “確率収束” ⇒ “分布収束”.

一般に，“分布収束” ̸⇒ “確率収束”だが，分布収束先が定数の場合は逆も成り立つ．

Lemma 11.1 (Durrett 3.2.12). Xn
d→ c：定数なら，Xn

P→ c.

次の 2つの結果は統計学においてよく用いられる．

Theorem 11.5 (連続写像定理). g : R → Rを可測関数とし，Dg = {x : gは xで不連続 }
とおく．このとき，Xn

d→ X & P (X ∈ Dg) = 0なら，g(Xn)
d→ g(X).

Proof. Skorohodの表現定理より，∃Yn
d
= Xn, ∃Y d

= X s.t. Yn → Y a.s. f ∈ Cb(R)を
任意にとると，Df◦g ⊂ Dg より，P (Y ∈ Df◦g) = 0. よって，f(g(Yn)) → f(g(Y )) a.s.

DCTより，E[f(g(Xn))] = E[f(g(Yn))] → E[f(g(Y ))] = E[f(g(X))].

Lemma 11.2 (Slutskyの補題. Durrett 3.2.13, 3.2.14). Xn
d→ X, Yn

P→ cなら，Xn +

Yn
d→ X + c, YnXn

d→ cX.
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分布収束はいくつか同値な条件が知られている．それらをまとめて述べておく．

Theorem 11.6 (Portmanteau). 次の (i)–(iv)は同値である．

(i) Xn
d→ X.

(ii) ∀G: open, lim infn P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G).

(iii) ∀K: closed, lim supn P (Xn ∈ K) ≤ P (X ∈ K).

(iv) ∀A ∈ B s.t. P (X ∈ ∂A) = 0, limn P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A).

Remark 11.3. “Portmanteau”は人名ではない (Google検索してみよ)．要は，分布収束
のいろいろな同値条件をひとまとめに述べているためこんな名前がついたようである．最初
に証明したのは，Aleksandr Aleksandrovであるが，“Portmanteau”の命名者はBillingsley

(1968)のようである (Resnick, 1998, p.264)．なお，Billingsley (1968)の第二版は，Jean

Pierre Portmanteau (1915, “Espoir pour l’ensemble vide”, Annals of the University of

Felletin)を引用しているが，これはジョークである (“Espoir pour l’ensemble vide”を訳
すと “空集合を期待して”)．

Proof. (i) ⇒ (ii) ⇔ (iii), (ii)+(iii) ⇒ (iv) ⇒ (i)を示す．

(i) ⇒ (ii). Skorohodの表現定理より，∃Yn
d
= Xn, ∃Y

d
= X s.t. Yn → Y a.s. Gは open

なので，
1G(Y ) ≤ lim inf

n
1G(Yn) a.s.

従って，Fatouの補題より，

P (X ∈ G) = P (Y ∈ G) ≤ lim inf
n

P (Yn ∈ G) = lim inf
n

P (Xn ∈ G).

(ii) ⇔ (iii). 明らか．
(ii) + (iii) ⇒ (iv). K = Ā,G = A◦とすれば，∂A = K \G,P (X ∈ ∂A) = 0より，

P (X ∈ K) = P (X ∈ A) = P (X ∈ G).

従って，(ii)と (iii)より，

lim sup
n

P (Xn ∈ A) ≤ lim sup
n

P (Xn ∈ K) ≤ P (X ∈ K) = P (X ∈ A),

lim inf
n

P (Xn ∈ A) ≥ lim inf
n

P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G) = P (X ∈ A).

(iv) ⇒ (i). x ∈ C(F ), A = (−∞, x]とすると，P (X ∈ ∂A) = P (X = x) = 0.
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Remark 11.4. 弱収束は距離化可能である．すなわち，Dを d.f.’sの全体とすると，D上
の適当な距離 ρに対して，

Fn
w→ F ⇔ ρ(Fn, F ) → 0 (∗)

が成り立つ．このような距離 ρはいくつかある．例えば，F,G ∈ Dに対して，

ρ(F,G) := inf{ε > 0 : F (x− ε) − ε ≤ G(x) ≤ F (x+ ε) + ε, ∀x ∈ R}

と定義すると，ρは (∗)をみたすD上の距離である (Durrett 3.2.6)．この距離をLévy距離
と呼ぶ．また，Lévy距離の定める距離位相を弱位相 (weak topology)と呼ぶ．

d.f.’s {Fn}が一様にタイト (uniformly tight)であるとは，∀ε > 0, ∃Mε > 0 s.t.

1 − Fn(Mε) + Fn(−Mε) ≤ ε, ∀n ∈ N

となることを言う．

Theorem 11.7 (Prohorov). d.f.’s {Fn}の任意の部分列が弱収束するさらなる部分列を
もつための必要十分条件は，{Fn}が一様にタイトとなることである．

明らかに，Fnが弱収束していれば，{Fn}は一様にタイトである．Prohorovの定理の証
明の前に，それが導く次の重要な事実を確認しておく．

Corollary 11.2 (重要！). d.f.’s {Fn}が弱収束するための必要十分条件は，{Fn}が一様
にタイトかつ，あらゆる弱収束部分列が共通の極限をもつことである．

Proof of Corollary 11.2. 必要性は明らか．十分性を示す．{Fn}の弱収束部分列の共通の
極限を F とおく．g ∈ Cb(R)を任意に固定し，an =

∫
gdFn, a =

∫
gdF とおく．an → a

を示せばよい．anの任意の部分列 an(m)に対して，{Fn}の一様タイト性より，さらなる
部分列 an(mk)が存在して，an(mk) → aとなる．これは，an → aを意味する．

Proof of Theorem 11.7. 十分性. {Fn}が弱収束する部分列をもつことを示せばよい．対
角線論法を用いる．Qは可算なので，Q = {q1, q2, . . . }と番号を付ける．まず，Fn(q1) ∈
[0, 1]であるから，Bolzano-Weierstrassの定理より，{Fn}のある部分列 {Fn1(k)}∞k=1に対
して，limk Fn1(k)(q1)が存在する．同様に，{Fn1(k)}のある部分列 {Fn2(k)}∞k=1に対して，
limk Fn2(k)(q2)が存在する．{Fn2(k)}は {Fn1(k)}の部分列なので，limk Fn2(k)(q1)も存在す
る．この操作を繰り返すと，m番目の部分列 {Fnm(k)}∞k=1に対しては，limk Fnm(k)(qℓ) (ℓ =

1, . . . ,m)が存在する．そこで，Fn(k) := Fnk(k) (k ∈ N)とおくと，すべての q ∈ Qに対し
て，limk Fn(k)(q) =: F (q)が存在する．

Fn1(1) Fn1(2) · · · Fn1(m) · · ·
Fn2(1) Fn2(2) · · · Fnm(m) · · ·

...
. . .

...

Fnm(1) · · · · · · Fnm(m)
...

. . .
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F はQ上でしか定義されていないが，

F̃ (x) := inf
q>x,q∈Q

F (q), x ∈ R

とおけば，F̃ はR上に定義された非減少関数である．F̃ がさらに右連続であることを示す．
x0 ∈ Rを任意に固定する．F̃ の定義より，任意の ε > 0に対して，q > x0, F (q) < F̃ (x0)+ε

をみたす q ∈ Qが存在する．q > xより，F̃ (x0) ≤ F (q)でもあるから，F (q)−ε < F̃ (x0) ≤
F (q)となる．このとき，x0 < x < qなる xに対して，

F (q) − ε < F̃ (x0) ≤ F̃ (x) ≤ F (q)

となるから，F̃ (x)− F̃ (x0) ≤ ε. 従って，F̃ は右連続であり，特に，F̃ (q) = F (q) (∀q ∈ Q)

を得る．次に，limx→∞ F̃ (x) = 1, limx→−∞ F̃ (x) = 0を示す．定義より，0 ≤ F̃ ≤ 1なの
はよい．{Fn}は一様にタイトなので，任意の ε > 0に対して，M を十分大きな有理数と
すると，

1 − Fn(k)(M) + Fn(k)(−M) ≤ ε ∀k

となる．k → ∞として，1−F̃ (M)+F̃ (−M) ≤ εを得る．特に，F̃ (M) ≥ 1−ε, F̃ (−M) ≤ ε

であり，F̃ の単調性より，limx→∞ F̃ (x) = 1, limx→−∞ F̃ (x) = 0を得る．以上より，F̃ が
d.f.であることが示された．
Fn(k)

w→ F̃ を示そう．x ∈ C(F̃ )として，q, q′ ∈ Qを q < x < q′となるように選ぶと，

F̃ (q) = lim
k
Fn(k)(q) ≤ lim inf

k
Fn(k)(x) ≤ lim sup

k
Fn(k)(x) ≤ lim

k
Fn(k)(q

′) = F̃ (q′)

となる．xは F̃ の連続点なので，q ↑ x, q′ ↓ xとして，F̃ (x) = limk Fn(k)(x)を得る．
必要性． {Fn}が一様にタイトでないとする．このとき，∃ε > 0, ∃n(k) ↑ ∞ s.t.

1 − Fn(k)(k) + Fn(k)(−k) ≥ ε, ∀k.

仮定より，Fn(k)は弱収束するさらなる部分列Fn(kj)をもつ．Fn(kj)
w→ F とする．r < 0 < s

を F の連続点とすると，

1 − F (s) + F (r) = lim
j
{1 − Fn(kj)(r) + Fn(kj)(s)}

≥ lim inf
j

{1 − Fn(kj)(kj) + Fn(kj)(kj)} ≥ ε.

r → −∞, s→ ∞として，0 = 1 − F (∞) + F (−∞) ≥ ε. 矛盾．

Remark 11.5. 証明からわかるように，{Fn}が一様にタイトでなくても，適当な部分列
Fn(k)と右連続非減少関数 F が存在して，limk Fn(k)(x) = F (x) (∀x ∈ C(F ))が言える (こ
の部分はHellyの定理と呼ばれる)．ただし，F は d.f.とは限らない．例えば，Gを d.f.と
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し, a, b, c > 0を a+b+c = 1となるように選び，Fn(x) = a1[n,∞)(x)+b1[−n,∞)(x)+cG(x)

とおくと，limn Fn(x) = b+ cG(x) =: F (x)であるが，

lim
x→−∞

F (x) = b, lim
x→∞

F (x) = b+ c = 1 − a,

と，±∞で測度が逃げる．一様タイト性はそのようなことが起こらないための条件である．

Remark 11.6 (Prohorovの定理の意味). (R,B)上の p.m.’sの集合 Πが一様にタイトで
あるとは，任意の ε > 0に対して，M = Mε > 0を十分大きくとれば，µ([−M,M ]c) ≤
ε (∀µ ∈ Π)となることを言う．Prohorovの定理は，次の (i)と (ii)が同値であることを述
べている．

(i) Πが一様にタイトである．

(ii) Π内の任意の p.m.’sの列が弱収束する部分列をもつ．

(R,B)上の p.m.’sの弱収束は，例えば Lévy距離 ρによって距離化可能であり，性質 (ii)

はΠが ρに関して相対コンパクトであることを意味する．すなわち，Prohorovの定理は，
(R,B)上の p.m.’sの集合に対して，一様タイト性と弱位相に関する相対コンパクト性が同
値であることを述べている．この同値性はもっと一般に Poland空間上の p.m.’sの集合に
対しても成り立つ．詳細に関しては Part VIIを参照せよ．

演習問題

Exercise 11.1 (Schéffe). fn, f を確率密度関数とし，fn → f λ-a.e.とする．このとき，

sup
B∈B

∣∣∣∣∫
B
fn(x)dx−

∫
B
f(x)dx

∣∣∣∣ =
1

2

∫
R
|fn(x) − f(x)|dx→ 0

を示せ．特に，密度関数の収束は分布収束を含意する．

Exercise 11.2. U1, U2, · · · ∼ U(0, c) i.i.d.とする．ただし，c > 0であり，U(0, c)は (0, c)

上の一様分布を表す．いま，Mn =
∑n

k=1

∏k
i=1 Ui,Wn =

∑n
k=1

∏n
i=k Uiとおく．

(a) Mnは nに関して非減少なので，M∞ = limn→∞Mnは [0,∞]の範囲で存在する．こ
のとき，M∞ <∞ a.s.となるための必要十分条件は c < eであることを示せ．

(b) c < eのとき，Wn
d→M∞であるが，Wnは a.s.収束しないことを示せ．

Exercise 11.3. Xm,n, Xn, m, n = 1, 2, . . . を r.v.’s とし，各 m に対して，Xm,n
d→

Zm (n → ∞)とする．さらに，Zm
d→ X (m → ∞)とする．このとき，任意の ε > 0

に対して，
lim
m→∞

lim sup
n→∞

P (|Xm,n −Xn| > ε) = 0

ならば，Xn
d→ X となることを示せ．
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Exercise 11.4 (Wasserstein距離). 1 ≤ p <∞に対して，Dp = {F : F は d.f.,
∫
|x|pdF (x) <

∞}とおく．いま，F,G ∈ Dpに対して，

dp(F,G) :=

{∫ 1

0
|F−1(u) −G−1(u)|pdu

}1/p

と定義すると，dpはDp上の完備な距離になることを示せ．さらに，F, Fn ∈ Dpに対して，

dp(Fn, F ) → 0 ⇔ Fn
w→ F &

∫
|x|pdFn(x) →

∫
|x|pdF (x)

を示せ．この距離 dp は p次Wasserstein距離と呼ばれる．d2 はMallows距離とも呼ば
れる．

Exercise 11.5 (Rubin). Xn
d→ X とし，g, gn : R → R, n ∈ Nを，任意の x ∈ Rと

xn → xなる任意の {xn}に対して，limn gn(xn) = g(x)をみたす可測関数とする．このと

き，gn(Xn)
d→ g(X)を示せ．

Exercise 11.6. r.v.’s {Xn : n ∈ N}に対して，{L(Xn) : n ∈ N}が一様にタイトである
ためには，cn → 0なる任意の定数列 cnに対して，cnXn

P→ 0となることが必要十分であ
ることを示せ．
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12 Lindeberg-FellerのCLT

独立確率変数の正規化した和が標準正規分布に分布収束することを述べる定理 (群)を
中心極限定理 (central limit theorem, CLT)と呼ぶ．本節の主目標は LindebergのCLTの
証明を与えることである．LindebergのCLTの証明はいくつかバージョンがあり，Durrett

(2010)を含む多くの教科書は (連続性定理を示したあとに)，特性関数の展開にもとづく証
明を与えている．本講義ノートはそのルートはとらず，Lindebergのもともとのアイデア
に基づく (個人的にはより単純だと思われる)証明を与える．

Theorem 12.1 (Lindeberg). 各 n ∈ Nに対して，Xn,m, 1 ≤ m ≤ nは独立な r.v.’sであっ
て，E[Xn,m] = 0 (1 ≤ ∀m ≤ n),

∑n
m=1E[X2

n,m] = 1をみたすとする．さらに

∀ε > 0, gn(ε) :=

n∑
m=1

E[X2
n,m1{|Xn,m|>ε}] → 0, n→ ∞ (∗)

を仮定する．このとき，Sn =
∑n

m=1Xn,m
d→ N(0, 1).

(∗)は Lindeberg条件と呼ばれる．追加的な仮定の下で，Lindeberg条件はCLTが成り
立つための必要条件でもある．r2n := max1≤m≤nE[X2

n,m]とおく．

Theorem 12.2 (Feller). {Xn,m}をTheorem 12.1の r.v.’sとし (Lindeberg条件は仮定し

ない)，rn → 0を仮定する．このとき，Sn
d→ N(0, 1)なら，Lindeberg条件が成り立つ．

Theorem 12.1とTheorem 12.2はまとめて，Lindeberg-Fellerの CLTと呼ばれる 9．Lin-

deberg条件は rn → 0を含意する．実際，r2n ≤ ε2 + gn(ε)であるから，Lindeberg条件が
成り立つなら，lim supn rn ≤ ε (∀ε > 0)となって，rn → 0を得る．Fellerの定理の証明
は次節に与える．次の系は最も基本的な CLTである．

Corollary 12.1. {Xm : m ∈ N}を i.i.d. r.v.’sとし，E[X1] = 0, E[X2
1 ] = σ2 ∈ (0,∞)と

する．このとき，
∑n

m=1Xm/(σ
√
n)

d→ N(0, 1).

Proof. Xn,m = Xm/(σ
√
n)に対して，Theorem 12.1を適用すればよい．

Lindebergの CLTの証明に移る．本質的には次の定理から直ちに従う．

Theorem 12.3. {Xn,m}をTheorem 12.1の r.v.’sとし，Z ∼ N(0, 1)とする．このとき，
∀ε > 0, ∀h ∈ C3(R) s.t. ∥h′′∥u ∨ ∥h′′′∥u <∞,

|E[h(Sn)] − E[h(Z)]| ≤
(ε

6
+
rn
2

)
∥h′′′∥u + gn(ε)∥h′′∥u.

9CLTの歴史に関しては，Le Cam (1986)が興味深い．
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Proof. 記号の簡単のために，Xn,m = Xmと書く．まず，Taylorの定理より，

|h(x)| ≤ |h(0)| + |h′(0)||x| + ∥h′′∥u
x2

2

であるから，E[h(Sn)]とE[h(Z)]は有限である．Y1, . . . , Ynを独立な r.v.’sであって，各
mに対して，Ym ∼ N(0, E[X2

m])とする．また，(Y1, . . . , Yn)は (Xn, . . . , Xn)と独立とす
る．Tn =

∑n
m=1 Ymとおくと，Tn ∼ N(0, 1)より，

∆ := |E[h(Sn)] − E[h(Z)]| = |E[h(Sn)] − E[h(Tn)]|.

さらに，Um =
∑m−1

k=1 Yk +
∑n

k=m+1Xk とおくと，

∆ ≤
n∑

m=1

|E[h(Um +Xm)] − E[h(Um + Ym)]|︸ ︷︷ ︸
=:∆m

=
n∑

m=1

∆m.

∆mを評価する．

Rm(x) = h(Um + x) − h(Um) − xh′(Um) − x2

2
h′′(Um)

とおくと，

E[h(Um +Xm)] = E

[
h(Um) +Xmh

′(Um) +
X2
m

2
h′′(Um) +Rm(Xm)

]
= E[h(Um)] +

E[X2
m]

2
E[h′′(Um)] + E[Rm(Xm)], (∵ Xm⊥⊥Um, E[Xm] = 0)

E[h(Um + Ym)] = E[h(Um)] +
E[Y 2

m]

2
E[h′′(Um)] + E[Rm(Ym)].

ここで，E[Y 2
m] = E[X2

m]より，

∆m = |E[Rm(Xm)] − E[Rm(Ym)]| ≤ E[|Rm(Xm)|] + E[|Rm(Ym)||]

となる．次の評価を使う．

Lemma 12.1. f ∈ Cn+1(R)に対して，∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

m=0

f (m)(0)

m!
xm

∣∣∣∣∣ ≤ min

{
∥f (n+1)∥u

|x|n+1

(n+ 1)!
, ∥f (n)∥u

2|x|n

n!

}
.

Proof of Lemma 12.1. Taylorの定理より，

f(x) −
n∑

m=0

f (m)(0)

m!
xm =

1

n!

∫ x

0
(x− s)nf (n+1)(s)ds.
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また部分積分より，∫ x

0
(x− s)nf (n+1)(s)ds = −xnf (n)(0) + n

∫ x

0
(x− s)n−1f (n)(s)ds

= n

∫ x

0
(x− s)n−1{f (n)(s) − f (n)(0)}ds.

この 2つの評価を合わせて，補題の結論を得る．

この評価を使うと，

|Rm(x)| ≤ min

{
∥h′′′∥u

|x|3

6
, ∥h′′∥ux2

}
であるから，

n∑
m=1

E[|Rm(Xm)]| ≤ ∥h′′′∥u
6

n∑
m=1

E[|Xm|31{|Xm|≤ε}] + ∥h′′∥u
n∑

m=1

E[X2
m1{|Xm|>ε}]

≤ ε∥h′′′∥u
6

+ ∥h′′∥ugn(ε).

同様に，

n∑
m=1

E[|Rm(Ym)|] ≤ ∥h′′′∥u
6

n∑
m=1

E[|Ym|3]

=
2∥h′′′∥u
3
√

2π

n∑
m=1

(E[|Ym|2])3/2 (∵ E[|Z|3] = 4/
√

2π for Z ∼ N(0, 1))

≤ rn∥h′′′∥u
2

.

以上の評価を合わせて，求める結果を得る．

Proof of Theorem 12.1. x ∈ R, ε > 0を任意に固定する．hx,ε : R → [0, 1]を C3級で　

hx,ε(y) =

1 if y ≤ x

0 if y > x+ ε

をみたすものとする．1(−∞,x] ≤ hx,ε ≤ 1(−∞,x+ε]より，

P (Sn ≤ x) ≤ E[hx,ε(Sn)] = E[hx,ε(Z)] + o(1) ≤ P (Z ≤ x+ ε) + o(1).

同様に，P (Sn ≤ x) ≥ E[hx−ε,x(Sn)] ≥ P (Z ≤ x− ε) − o(1).
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Theorem 12.1において，N(0, 1)の d.f.をΦとおくと，Φは連続なので，Pólyaの定理
(Theorem 11.1)より，

sup
x∈R

|P (Sn ≤ x) − Φ(x)| → 0

を得る．Theorem 12.1の証明を検討していくと，次のバウンドを導出することもできる
(cf Exercise 12.9)：

sup
x∈R

|P (Sn ≤ x) − Φ(x)| ≤ A

(
n∑

m=1

E[|Xm,n|3])

)1/4

.

ここで，A > 0は絶対定数である．だたし，もっと精緻な評価が成り立つことが知られて
いる．

Theorem 12.4 (Berry-Esseenの定理). {Xn,m}を Theorem 12.1の r.v.’sとすると，次
のバウンドが成り立つ：

sup
x∈R

|P (Sn ≤ x) − Φ(x)| ≤ A
n∑

m=1

E[|Xm,n|3].

ただし，Aは絶対定数である．

Remark 12.1. 特に，{Xm}が i.i.d. r.v.’sで，E[X1] = 0, E[X2
1 ] = σ2 > 0, E[|X1|3] <∞

であるならば，Xm,n = Xm/σ
√
nとおくと，

∑n
m=1E[|Xm,n|3] = n−1/2E[|X1|3]/σ3とな

る．よって，Šn =
∑n

m=1Xm/(σ
√
n)とおくと，

sup
x∈R

∣∣P (Šn ≤ x
)
− Φ(x)

∣∣ ≤ AE[|X1|3]
σ3

√
n

= O(n−1/2)

となる．さらに，O(n−1/2)のオーダーは一様には改善できない．すなわち，上の仮定をみ
たす i.i.d. r.v.’sであり，適当な定数 c > 0に対して，

sup
x∈R

|P (Šn ≤ x) − Φ(x)| ≥ cn−1/2

となるものが存在する (cf. Exercise 12.3).

Berry-Esseenの定理の証明はChung (2001, Section 7.4)，またはStroock (2011, Section

2.2)を参照せよ．Stroockはいわゆる “Steinの方法”に基づく証明を与えている．なお，著
者の Errataによると，Durrett (2010)に載っている証明にはギャップがあるようである．

Example 12.1 (分散が発散する場合). CLTは分散が発散する場合でも成り立つことがあ
る．{Xm}を i.i.d. r.v.’sとし,その共通分布をP (X1 > x) = P (−X1 > x) = x−2/2 (x ≥ 1)

とする．このとき，

E[X2
1 ] =

∫ ∞

0
2xP (|X1| > x)dx = ∞
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であるから，直接 CLTを適用することはできない．ただし，適当に正規化すれば Sn =∑n
m=1XmはN(0, 1)に分布収束する．まず，

Yn,m = Xm1{|Xm|≤cn}, cn = n1/2 log log n, S′
n =

n∑
m=1

Yn,m

とおくと，P (Sn ̸= S′
n) ≤

∑n
m=1 P (Yn,m ̸= Xm) ≤ nP (|X1| > cn) → 0.

ここで，簡単な計算から，Var(S′
n) ∼ n log nとなるから，Xn,m = Yn,m/

√
Var(S′

n)と
おくと，Xn,mは Lindeberg条件をみたす．よって，

Sn√
n log n

=
Sn − S′

n√
n log n︸ ︷︷ ︸
P→0

+
S′
n√

Var(S′
n)

√
Var(S′

n)√
n log n︸ ︷︷ ︸
→1

d→ N(0, 1).

この例の一般化に関しては，安定分布の節を参照せよ．なお，この例だと，分散が有限な
場合と比べて，正規化定数を

√
n log nと少し大きめにとらなければならない．じつは分

散が発散する場合，正規化定数を
√
nのオーダーにとることは出来ない．すなわち，i.i.d.

r.v.’s {Xm}に対して，Sn/
√
n

d→ N(0, 1)ならば，E[X1] = 0, E[X2
1 ] = 1となる．証明は

Theorem 14.2を参照せよ．

最後に CLTの応用として，Kolmogorovの 3級数定理を示す．

Theorem 12.5 (Kolmogorovの 3級数定理). {Xm}を独立な r.v.’sとし，A > 0を任意
の定数とする．このとき，Ym = Xm1{|Xm|≤A}とおくと，a.s.に

∑∞
n=1Xnが収束するた

めの必要十分条件は

(i)
∑
n

P (|Xn| > A) <∞, (ii)
∑
n

E[Yn]が収束する, (iii)
∑
n

Var(Yn) <∞

の 3条件がすべて成り立つことである．

Proof. 十分性．(iii)とTheorem 10.2より，
∑

n(Yn −E[Yn])は a.s.に収束する．(ii)より∑
n Ynも a.s.に収束する．最後に (i)と Borel-Cantelliの補題より，P (Xn ̸= Yn i.o.) = 0

となるから，
∑

nXnの収束が従う．
必要性．

∑
nXnが収束するなら，Xn → 0となるから，P (|Xn| > A i.o.) = 0．よって，

Borel-Cantelliの補題より，
∑

n P (|Xn| > A) <∞. 次に，(iii)の和が発散すると仮定して矛
盾を導く．cn =

∑n
m=1 Var(Ym), Xn,m = (Ym−E[Ym])/c

1/2
n とおくと，|Xn,m| ≤ 2A/c

1/2
n

と cn → ∞より，Xn,m は Lindeberg条件をみたすので，Sn =
∑n

m=1Xn,m
d→ N(0, 1).

また (i)と Borel-Cantelliの補題より，P (Xn ̸= Yn i.o.) = 0となるから，
∑∞

n=1Xn が
a.s.に収束することと

∑∞
n=1 Ynが a.s.に収束することは同値である．いま

∑∞
n=1 Ynは a.s.

に収束するので，Tn =
∑n

m=1 Ym/c
1/2
n

P→ 0. 従って Slutskyの補題より，Sn − Tn
d→

N(0, 1)だが，Sn− Tnは非確率的であるから，矛盾．最後に (ii)を示す．(iii)とTheorem

10.2より，
∑∞

n=1(Yn − E[Yn])は a.s.に収束する．いま
∑∞

n=1 Ynも a.s.に収束するので，∑n
m=1E[Ym] =

∑n
m=1 Yn +

∑n
m=1(E[Yn] − Yn)は n→ ∞で a.s.に収束する．
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演習問題

Exercise 12.1. {Xm} を i.i.d. r.v.’s とし，E[Xm] = 0, E[X2
m] = 1 とする．Sn =∑n

m=1Xmとおき，Nnを正整数に値をとる r.v.’sであって，

Nn

n
→ c > 0 a.s.

とする．ただし，cは定数である．このとき，SNn/
√
Nn

d→ N(0, 1)を示せ．

Exercise 12.2. x1, x2, · · · ∈ Rをn−1
∑n

m=1 xm → 0, n−1
∑n

m=1 x
2
m → 1をみたす数列と

する．各 n ∈ Nに対して，Fn(x) = n−1
∑n

m=1 1[xm,∞)(x)とし，Xn,1, . . . , Xn,n ∼ Fn i.i.d.

とする．いま，X̄n = n−1
∑n

m=1Xn,m, θn = n−1
∑n

m=1 xmとおいたとき，
√
n(X̄n−θn)

d→
N(0, 1)を示せ．

Exercise 12.3. {Xm}を i.i.d. r.v.’sとし，P (Xm = ±1) = 1/2とする．Sn =
∑n

m=1Xm

とおいたとき，
lim inf

n
sup
x∈R

√
n|P (n−1/2Sn ≤ x) − Φ(x)| > 0

を示せ．
ヒント：各整数 jに対して，

jn =

j if n+ jが偶数

j + 1 if n+ jが奇数

とすると，
√
nP (Sn = jn) → 1/

√
2πとなることを示せ．

Exercise 12.4. Xn
d→ X ∼ N(0, 1)のとき，すべての A ∈ Bに対して，P (Xn ∈ A) →

P (X ∈ A)となるか．
ヒント：∂AのLebesgue測度が0なら，Portmanteau定理より，P (Xn ∈ A) → P (X ∈ A)

となる．∂Aの Lebesgue測度が正のときはどうか．cf. Exercise 2.9.

Exercise 12.5. {εn}を i.i.d. r.v.’sとし，P (εn = ±1) = 1/2とする．α > 0に対して，∑∞
n=1 n

−αεnが a.s.に収束する αの範囲を求めよ．

以下，Theorem 12.1の記号を用いる．

Exercise 12.6. g : R → Rを

sup
x∈R

|g(x)|
1 + |x|2

<∞

をみたす連続関数とすると，limnE[g(Sn)] = E[g(Z)]を示せ．
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Exercise 12.7. 次の条件 (Lyapunov条件と呼ばれる)は Lindeberg条件の十分条件と
なっていることを示せ．

∃δ > 0 s.t. lim
n

n∑
m=1

E[|Xn,m|2+δ] = 0.

Exercise 12.8. Lindeberg条件はみたすが Lyapunov条件はみたさない r.v.’s {Xn,m}を
構成せよ．

Exercise 12.9. Theorem 12.3の議論を修正して，次のバウンドを導出せよ：∀h ∈ C3(R)

s.t. ∥h′′∥u ∨ ∥h′′′∥u <∞,

|E[h(Sn)] − E[h(Z)]| ≤ 2∥h′′′∥u
3

n∑
m=1

E[|Xm,n|3]. (∗)

Exercise 12.10. (a) Rから [0, 1]への C3級関数 gであって，

g(x) =

1 if x ≤ 0

0 if x ≥ 1

をみたすものを構成せよ．
(b) 与えられた x ∈ R, ε > 0に対して，hx,ε(y) = g((y− x)/ε), y ∈ Rとおく．この hx,ε

に (∗)を適用して，次のバウンドを導出せよ：

sup
x∈R

|P (Sn ≤ x) − Φ(x)| ≤ A

(
n∑

m=1

E[|Xm,n|3]

)1/4

.

ただし，A > 0は絶対定数である (Aの値を具体的に求める必要はない)．
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13 特性関数

r.v. X の特性関数 (characteristic function, ch.f.) φ(t)を

φ(t) := E[eitX ] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)], t ∈ R, i :=
√
−1

と定義する．φを分布 L(X)の ch.f.とも言う．ch.f.は次の性質をみたす：(i) φ(0) = 1.

(ii) φ(−t) = φ(t). (iii) |φ(t)| ≤ 1. (iv) φ(t) は一様連続．(v) X1, X2 が独立なら，
E[eit(X1+X2)] = E[eitX1 ]E[eitX2 ].

Example 13.1. (ch.f.の例).

• N(0, 1). X ∼ N(0, 1)のとき，ϕ(x) = (2π)−1/2e−x
2/2 を N(0, 1)の密度関数とす

ると，

φ(t) =

∫
eitxϕ(x)dx =

∫
cos(tx)ϕ(x)dx.

ここで，両辺を微分すると，

φ′(t) =

∫
−x sin(tx)ϕ(x)dx = −t

∫
cos(tx)ϕ(x)dx = −tφ(t)

となるので，{φ(t)et
2/2}′ = 0. よって，φ(t)et

2/2 = φ(0) = 1より，φ(t) = e−t
2/2を

得る.

• U(a, b). φ(t) = (eitb − eitb)/it(b− a).

• 三角分布．密度関数
f(x) = (1 − |x|)+

をもつ分布を三角分布と呼ぶ．X,Y を独立で，X,Y ∼ U(−1/2, 1/2)とすると，X+Y

の d.f.の密度関数は ∫
1{|z−y|≤1/2}1{|y|≤1/2}dy = (1 − |z|)+.

よって，三角分布の ch.f.は φ(t) = {(eit/2 − e−it/2)/(it)}2 = · · · = 2(1 − cos t)/t2.

• 混合分布．{φj}を ch.f.’sの可算集合とし，{bj}を bj > 0,
∑

j bj = 1なる集合とす
ると，

∑
j bjφj は ch.f.である．なお，|φj | ≤ 1であるから，

∑
j bjφj は一様に絶対

収束する．

以下，ch.f.に関する 2つの重要な結果，反転公式と連続性定理を証明する．

Theorem 13.1 (反転公式). µを (R,B)上の p.m.とし, φ(t)をその ch.f.とする：φ(t) =∫
eitxdµ(x)．このとき，任意の a < bに対して，

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t)dt = µ((a, b)) +

1

2
µ({a, b}).
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左辺は広義積分の意味である．µ = δ0, a = −1, b = 1とすると，φ(t) = 1であるから，
被積分関数は (2 sin t)/tである．このとき，広義積分は収束するが，Lebesgue積分の意味
で，

∫
R{(sin t)/t}dtは定義できない．

Proof. |(e−ita − e−itb)/(it)| = |
∫ b
a e

−itydy| ≤ b− aであるから，Fubiniの定理より，

IT :=

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t)dt =

∫ T

−T

∫
e−ita − e−itb

it
eitxdµ(x)dt

=

∫ ∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
eitxdtdµ(x)

=

∫ {∫ T

−T

sin(t(x− a))

t
dt−

∫ T

−T

sin(t(x− b))

t
dt

}
dµ(x)

=

∫
{R(x− a, T ) −R(x− b, T )}dµ(x).

ここで，

R(θ, T ) =

∫ T

−T

sin(θt)

t
dt

とおいた．S(T ) =
∫ T
0 {(sin t)/t}dtとおくと，θ > 0に対して，

R(θ, T ) = 2

∫ Tθ

0

sin t

t
dt = 2S(Tθ).

一方，θ < 0に対して，R(θ, T ) = −R(|θ|, T ) = −2S(T |θ|). よって，

R(θ, T ) = 2 sgn(θ)S(T |θ|).

T → ∞とすると，S(T ) → π/2となるから，R(θ, T ) → π sgn(θ). 従って，

R(x− a, T ) −R(x− b, T ) →


2π if a < x < b

π if x = a or x = b

0 if x < a or x > b.

|R(θ, T )| ≤ 2 supy |S(y)| <∞であるから，DCTより，

(2π)−1IT → µ((a, b)) +
1

2
µ({a, b})

を得る．

Corollary 13.1 (Durrett 3.3.2 (i)). 任意の a ∈ Rに対して，

µ({a}) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
e−itaφ(t)dt

となる．
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反転公式より，分布と ch.f.は 1対 1に対応していることがわかる．

Corollary 13.2. µ, νを (R,B)上の p.m.’sとし，それらの ch.f.’sをそれぞれφ,ψとおく．
このとき，µ = ν ⇔ φ(t) = ψ(t) (∀t ∈ R).

Proof. ⇒ はよい．⇐ を示す．D = {x ∈ R : µ({x}) ∨ ν({x}) > 0} とおくと，反転
公式より，∀a, b ∈ R \ D,µ((a, b]) = µ((a, b)) = ν((a, b)) = ν((a, b]). D は高々可算
だから，am ∈ R \ D, am ↓ −∞なる数列が選べて，µ((−∞, b]) = limm µ((−am, b]) =

limm ν((am, b]) = ν((−∞, b]). これは，µと ν の d.f.’sが R \D上で等しいことを意味す
る．あとは d.f.の右連続性より，µ = νを得る.

一般に，ch.f. φは Lebesgue測度に関して可積分とは限らないが，可積分のときは次の
定理が成り立つ．

Theorem 13.2.
∫
|φ(t)|dt <∞なら，µは有界連続な密度

f(y) =
1

2π

∫
R
e−ityφ(t)dt

をもつ．

Proof. |(e−ita − e−itb)/(it)| ≤ |a− b|より，
∫
|φ(t)|dt < ∞のとき，反転公式に現れる積

分は絶対収束する．よって，

µ((a, b)) +
1

2
µ({a, b}) =

1

2π

∫
e−ita − e−itb

it
φ(t)dt ≤ b− a

2π

∫
|φ(t)|dt.

b ↓ aとして，µ({a}) = 0. さらに，µの d.f.を F とすると，Fubiniの定理より，

F (b) − F (a) = µ((a, b]) =
1

2π

∫
e−ita − e−itb

it
φ(t)dt =

1

2π

∫ (∫ b

a
e−itydy

)
φ(t)dt

=

∫ b

a

(
1

2π

∫
e−ityφ(t)dt

)
︸ ︷︷ ︸

=:f(y)

dy =

∫ b

a
f(y)dy.

DCTより，f は有界連続であり，従って，F は C1級で，F ′ = f .

Example 13.2. Pólya分布. 密度関数

f(x) =
1 − cosx

πx2

をもつ分布を Pólya分布と呼ぶ．三角分布の ch.f.の計算より，∫
(1 − |x|)+eitxdx =

2(1 − cos t)

t2
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だったから，反転公式より，∫
1

2π

2(1 − cos t)

t2
e−itydt = (1 − |y|)+.

変数を入れ替えて， ∫
1 − cosx

πx2
eitxdx︸ ︷︷ ︸

=φ(t)

= (1 − |t|)+

を得る．

Theorem 13.3 (連続性定理). µnを (R,B)上の p.m.’sとし, µnの ch.f.を φnとする．(i)

µn
w→ µなら，すべての t ∈ Rに対して，φn(t) → φ(t) :=

∫
eitxdµ(x). (ii) 逆に，すべて

の t ∈ Rに対して，limn φn(t) =: φ(t)が存在して，φ(t)が t = 0で連続なら，φは ch.f.

であって，µを φを ch.f.にもつ p.m.とすると，µn
w→ µ.

(ii)において，φ(t)の原点での連続性は本質的な仮定である．例えば，Xn ∼ N(0, n)と
すると，φn(t) = E[eitXn ] = e−nt

2/2 → 0 (∀t ̸= 0), φn(0) = 1だが，Xnは分布収束しな

い．実際，Z ∼ N(0, 1)に対して，Xn
d
=

√
nZ だから，

P (Xn ≤ x) = P (Z ≤ x/
√
n) → P (Z ≤ 0) = 1/2.

仮に，Xnが分布収束するなら，その極限分布の d.f. F は高々可算個の xを除いてF (x) =

1/2となるが，これは d.f.の定義に矛盾する．

Proof. (i)は明らか．(ii)を示す．まず，{µn}が一様にタイトであることを示す．∫ u

−u
(1 − eitx)dt = 2u−

∫ u

−u
cos(tx)dt = 2u− 2 sin(ux)

x
.

両辺を uで割って dµnに関して積分すると，

u−1

∫ u

−u
(1 − φn(t))dt = 2

∫ (
1 − sin(ux)

ux

)
dµn(x).

| sinx| ≤ |x|より，1 − sin(ux)/(ux) ≥ 0であるから，

右辺 ≥ 2

∫
|x|≥2/u

(
1 − 1

|ux|

)
dµn(x) ≥ µn({x : |x| ≥ 2/u}).

一方，φ(t) → 1 (t→ 0)であるから，

u−1

∫ u

−u
(1 − φ(t))dt→ 0, u ↓ 0.
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よって，∀ε > 0, ∃u > 0 s.t. 左辺≤ ε. DCTより，十分大きな nに対して，

u−1

∫ u

−u
(1 − φn(t))dt ≤ u−1

∫ u

−u
(1 − φ(t))dt+ ε ≤ 2ε.

従って，µn({x : |x| ≥ 2/u}) ≤ 2ε. ゆえに {µn}は一様にタイトである．
µn(m)

w→ µとすると，(i)より，φ(t) =
∫
eitxdµ(x)であり，従って，φは ch.f. さらに分

布と ch.f.は 1対 1に対応するので，µは部分列のとり方によらず一意に決まる．従って，
Prohorovの定理の系 (Corollary 11.2)より，µn

w→ µを得る．

Corollary 13.3 (Durrett 3.3.16). Xn, X の ch,f.’sをそれぞれ φn, φとすると，Xn
d→ X

なら，∀T > 0, sup|t|≤T |φn(t) − φ(t)| → 0.

連続性定理の応用として，Poisson少数の法則 (Poisson’s law of small numbers)を示す．

Theorem 13.4 (Poisson少数の法則). 各 n ∈ Nに対して，Xn,m, 1 ≤ m ≤ nは {0, 1}に
値をとる独立な r.v.’sであって，P (Xn,m = 1) = pn,m, P (Xn,m = 0) = 1 − pn,mとする．
さらに，(i)

∑n
m=1 pn,m → λ ∈ (0,∞), (ii) max1≤m≤n pn,m → 0を仮定する．このとき，

Sn =
∑n

m=1Xn,m
d→ Po(λ).

補題を 2つ用意する．

Lemma 13.1. z1, . . . , zn, w1, . . . , wn ∈ C, |zm|, |wm| ≤ θ (1 ≤ ∀m ≤ n)に対して，∣∣∣∣∣
n∏

m=1

zm −
n∏

m=1

wm

∣∣∣∣∣ ≤ θn−1
n∑

m=1

|zm − wm|.

Proof. n = 1のときは明らか．n ≥ 2のとき，∣∣∣∣∣
n∏

m=1

zm −
n∏

m=1

wm

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣z1

n∏
m=2

zm − z1

n∏
m=2

wm

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣z1
n∏

m=2

wm − w1

n∏
m=2

wm

∣∣∣∣∣
≤ θ

∣∣∣∣∣
n∏

m=2

zm −
n∏

m=2

wm

∣∣∣∣∣+ θn−1|z1 − w1|.

後は帰納法．

Lemma 13.2. |ez − 1 − z| ≤ |z|2 (∀|z| ≤ 1, z ∈ C).

Proof.

ez = 1 + z +

∞∑
k=2

zk

k!
= 1 + z + z2

∞∑
k=0

zk

(k + 2)!
.

(k + 2)! ≥ 2k+1より，|z| ≤ 1のとき，

|ez − 1 − z| ≤ |z|2
∞∑
k=0

2−k−1 = |z|2.
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Proof of Theorem 13.4. max1≤m≤n pn,m ≤ 1/2と仮定してよい．このとき，

|1 + pn,m(1 − eit)| ≤ 1,

| exp(pn,m(eit − 1))| = exp{pn,m(cos t− 1)} ≤ 1,

pn,m|eit − 1| ≤ 1

であるから， ∣∣∣∣∣
n∏

m=1

{1 + pn,m(eit − 1)} − exp

(
n∑

m=1

pn,m(eit − 1)

)∣∣∣∣∣
≤

n∑
m=1

∣∣{1 + pn,m(eit − 1)} − exp(pn,m(eit − 1))
∣∣

≤
n∑

m=1

p2n,m|eit − 1|2 ≤ 4( max
1≤m≤n

pn,m)

n∑
m=1

pn,m = o(1)

となる．以上より，

E[eitSn ] =

n∏
m=1

{1 + pn,m(eit − 1)} = exp

(
n∑

m=1

pn,m(eit − 1)

)
+ o(1) → exp(λ(eit − 1)).

右辺は Po(λ)の ch.f.なので，Sn
d→ Po(λ)を得る.

Fellerの定理の証明. 以下，Fellerの定理 (Theorem 12.2)を証明する．まず，技術的な
準備をする．対数関数の領域 C \ (−∞, 0]上の主分枝を Log z := log r + iθ, z = reiθ (r >

0, |θ| < π)とおく．Log zは領域C\ (−∞, 0]上で正則であり，z = 1の近傍でべき級数展開

Log z =
∞∑
n=1

(−1)n+1 (z − 1)n

n
, |z − 1| < 1

をもつ．

Lemma 13.3. (i) f : [−T, T ] → Cを連続で，f(0) = 1, f(t) ̸= 0 (∀t ∈ [−T, T ])をみ
たすとする．このとき，一意な連続関数 λ : [−T, T ] → Cが存在して，λ(0) = 0, f(t) =

eλ(t) (∀t ∈ [−T, T ])をみたす. log f(t) := λ(t)と定義する．(ii) fn, f は (i)の条件をみた
し，sup|t|≤T |fn(t) − f(t)| → 0とする．このとき，sup|t|≤T | log fn(t) − log f(t)| → 0.

なお，Chung (2001)は Lemma 13.3の意味での log f(t)を “distinguished logarithm”

と呼んでいる．

Proof. (i). f は連続なので，ε := inft∈[−T,T ] |f(t)| > 0. f は [−T, T ]上で一様連続なので，
∃δ > 0 s.t. |t− t′| ≤ δ, t, t′ ∈ [−T, T ] ⇒ |f(t) − f(t′)| ≤ ε/2. [−T, T ]を長さが δ以下の区
間に分割する：

−T = t−L < · · · < t−1 < t0 = 0 < t1 < · · · < tL = T.
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このとき，|f(t)/f(tℓ) − 1| ≤ 1/2 (∀t ∈ [tℓ, tℓ+1])となる．そこで，帰納的に

λ(t0) = λ(0) := 0, λ(t) := λ(tℓ) + Log
f(t)

f(tℓ)
, t ∈ [tℓ, tℓ+1]

と定義する．λはwell-definedな連続関数で，eλ(t) = f(t)をみたす．一意性は，λ̃をもう
1つのそのような関数とすると，eλ(t)−λ̃(t) = 1となるから，∃m(t) ∈ Z s.t. λ(t) − λ̃(t) =

2πim(t). 左辺は連続なので，m(t)は定数でなくてはならないが，λ(0) = λ̃(0) = 0より，
m(t) ≡ 0となる.

(ii). log(fn/f) = log fn − log f となることから明らか．

Proof of Theorem 12.2. T > 0とする．φn,m(t) = E[eitXn,m ]とおく．まず，|eitx − 1 −
(itx)| ≤ t2x2より，|φn,m(t) − 1| = |E[eitXn,m − 1 − itXn,m]| ≤ t2E[X2

n,m] ≤ t2rnとなる．
仮定より，rn → 0であるから，十分大きな nに対して，

max
1≤m≤n

|φn,m(t) − 1| ≤ 1/2, ∀|t| ≤ T (∗)

となる．一方，Sn
d→ N(0, 1)より，

lim
n

n∏
m=1

φn,m(t) = −e−t2/2 unif. in |t| ≤ T

なので，Lemma 13.3より，

lim
n

n∑
m=1

logφn,m(t) = − t
2

2
unif. in |t| ≤ T

を得る．(∗)より，logφn,m(t) = Log(φn,m(t)) (|t| ≤ T )であるから，

n∑
m=1

logφn,m(t) =

n∑
m=1

{φn,m(t) − 1} +O(1)

n∑
m=1

|φn,m(t) − 1|2,

n∑
m=1

|φn,m(t) − 1|2 ≤ max
1≤m≤n

|φn,m(t) − 1|
n∑

m=1

|φn,m(t) − 1|. (∗∗)

ここで，
∑n

m=1 |φn,m(t) − 1| ≤ t2
∑n

m=1E[X2
n,m] = t2より，

(∗∗)の右辺 ≤ max
1≤m≤n

|φn,m(t) − 1| → 0.

よって，limn
∑n

m=1{φn,m(t) − 1} = −t2/2を得る. 両辺の実部を比較して，

lim
n

n∑
m=1

E[{1 − cos(tXn,m)}] =
t2

2
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を得る．期待値を {|Xn,m| ≤ ε}と {|Xn,m| > ε}に分割して評価すると，

lim sup
n

{
t2

2
−

n∑
m=1

E[{1 − cos(tXn,m)}1{|Xn,m|≤ε}]

}

= lim sup
n

n∑
m=1

E[{1 − cos(tXn,m)}1{|Xn,m|>ε}]

≤ lim sup
n

2
n∑

m=1

P (|Xn,m| > ε)

≤ lim sup
n

2

n∑
m=1

E[X2
n,m]

ε2
=

2

ε2

となる．ここで，0 ≤ 1 − cos θ ≤ θ2/2 (∀θ ∈ R)より，

4

t2ε2
≥ lim sup

n

{
1 −

n∑
m=1

E[X2
n,m1{|Xn,m|≤ε}]

}
≥ 0, 0 < |t| ≤ T,

であり，括弧の中は
∑n

m=1E[X2
n,m1{|Xn,m|>ε}]に等しい．T は任意だったから，t→ ∞と

して Lindeberg条件を得る．

Pólyaの基準. 与えられた関数が ch.f.かどうかを判定する基準を考察する．

Theorem 13.5 (Pólyaの基準). φ : R → R+を，φ(0) = 1, φ(t) = φ(−t) (∀t ∈ R)をみ
たし, さらに R+上で非増加，連続かつ凸とする．このとき，φは ch.f.である．

Proof. 予備的な考察から始める．Pólya分布の ch.f.は (1 − |t|)+ であったから，a > 0

に対して，φa(t) = (1 − |t|/a)+ は ch,f.である．よって，0 < a1 < · · · < an と bj ≥
0,
∑n

j=1 bj = 1なる {bj}nj=1 に対して，ψ(t) =
∑n

j=1 bjφaj (t)は ch.f.である．このとき，
(a0, c0) = (0, 1), ck =

∑n
j=k(1 − ak/aj)bj (k = 1, . . . , n)とおくと，

ψ(t) =


(aj , cj)たちをつないだ折れ線 if t ∈ [0, an]

0 if t > an

ψ(−t) if t < 0

(∗3)

となる．逆に，0 = a0 < a1 < · · · < anと 1 = c0 ≥ c1 ≥ · · · ≥ cn = 0が与えられたとき，

cj − cj−1

aj − aj−1
≥ cj+1 − cj
aj+1 − aj

, j = 1, . . . , n− 1 (∗4)

がみたされるなら，(∗3)から構成した ψは ch.f.である．条件 (∗4)は {(aj , cj)}nj=1から構
成した {bj}nj=1が非負制約 bj ≥ 0をみたすことを保証している．
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定理の証明に移る．T = sup{t ∈ R+ : φ(t) > 0} ≤ ∞とおき，各 nに対して，T < ∞
のときは，an,j = Tj/2n, cn,j = φ(an,j) (j = 0, 1, . . . , 2n =: kn)と選び，T = ∞のとき
は，an,j = j/2n, cn,j = φ(an,j) (j = 0, 1, . . . , n2n − 1 =: kn − 1), an,kn = n, cn,kn = 0と
選ぶ．φに関する仮定より，分点 {(an,j , cn,j)}knj=1は 1 = cn,0 ≥ cn,1 ≥ · · · ≥ cn,kn = 0と
条件 (∗4)をみたすから，この分点に対して (∗3)の操作を適用して得られた関数ψnは ch.f.

である．あとは各 tに対して，ψn(t) → φ(t) (n → ∞)となることと，φは仮定より連続
であることから，連続性定理より，φが ch.f.であることが示された．

演習問題

Exercise 13.1. Cantor分布の特性関数を求めよ．

Exercise 13.2. Fn
w→ F,Gn

w→ Gなら，Fn ∗Gn
w→ F ∗Gとなることを示せ．

Exercise 13.3. X,Xn を r.v.’sとし，φ,φn をその ch.f.’sとする．Xn
d→ X であるが，

lim infn supt∈R |φn(t) − φ(t)| > 0となるような例を構成せよ．

Exercise 13.4. 与えられた T > 0に対して，[−T, T ]上では一致しているが，R \ [−T, T ]

上では異なる 2つの ch.f.’sを構成せよ．

関数 f : R → Cが正定値 (positive definite)であるとは，あらゆる t1, . . . , tn ∈ Rと
z1, . . . , zn ∈ Cに対して，

n∑
j,k=1

f(tj − tk)zj z̄k ≥ 0

となることを言う．

Exercise 13.5. ch.f.は正定値であることを示せ．

Remark 13.1 (Bochnerの定理). 逆に，与えられた関数 φ : R → Cが正定値かつ原点
で連続であって，さらに φ(0) = 1なら，φは ch.f.となることも知られている．この命題
とExercise 13.5を合わせて，Bochnerの定理と呼ばれる．証明は，Chung (2001, Section

6.5)を参照せよ．
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14 モーメント法とEdgeworth展開

モーメント法

本節は分布のモーメントと ch.f.の関係を考察する．次の補題は基本的である．

Lemma 14.1 (Durrett 3.3.14).
∫
|x|ndµ(x) <∞なら，µの ch.f. φ(t)は Cn級で，

φ(m)(t) =

∫
(ix)meitxdµ(x), m = 1, . . . , n.

E[|X|n] <∞なら，
φ(m)(0) = imE[Xm], m = 1, . . . , n,

であるから，Taylorの定理より，

φ(t) =

n∑
m=0

E[(itX)m]

m!
+ o(tn), t→ 0

と展開できる．剰余項をより正確に評価してみると，Lemma 12.1より，∣∣∣∣∣eitx −
n∑

m=0

(itx)m

m!

∣∣∣∣∣ ≤ min

{
|tx|n+1

(n+ 1)!
,

2|tx|n

n!

}
.

であるから，E[|X|n] <∞なら，∣∣∣∣∣φ(t) −
n∑

m=0

E[(itX)m]

m!

∣∣∣∣∣ ≤ E

[
min

{
|tX|n+1

(n+ 1)!
,
2|tX|n

n!

}]
となる．
逆に，φ′(0)が存在しても，E[|X|] = ∞となることはありうる．cf. Durrett 3.3.17. た

だし，次の評価は成り立つ．

Lemma 14.2. E[X2] ≤ lim infh↓0{2φ(0) − φ(h) − φ(−h)}/h2.

Proof. (eihx − 2 + e−ihx)/h2 = −2(1 − cos(hx))/h2 ≤ 0, 2(1 − cos(hx))/h2 → x2 (h ↓ 0)

であるから，Fatouの補題より結論を得る．

Remark 14.1. φが原点近傍で 2回微分可能なら，limh↓0{φ(h) − 2φ(0) + φ(−h)}/h2 =

φ′′(0)である．従って，このとき，E[X2] <∞である．一般に，kを正整数とし，φが原
点近傍で (2k)回微分可能なら，E[X2k] <∞である．証明は演習問題とする．

応用として，次の定理を示す．

Theorem 14.1. φ(t) = e−|t|α , α > 0が ch.f. ⇔ 0 < α ≤ 2.
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φ(t) = e−c|t|
α
, 0 < α ≤ 2を ch.f.にもつ分布を，指数 αの対称安定分布と呼ぶ．

Proof. α > 2のとき，{φ(h) − 2φ(0) + φ(−h)}/h2 → 0であるから，仮に φが ch.f.なら，
φを ch.fにもつ r.v. X に対して，E[X2] = 0, i.e., φ ≡ 1. 矛盾．
次に 0 < α ≤ 2のとき φが ch.f.であることを示す．α = 2のときは e−t

2
はN(0, 1)の

ch.f.だから，0 < α < 2の場合を考えればよい．ψ(t) = 1 − (1 − cos t)α/2とおく．ψがあ
る p.m.の ch.f.であることを確認する．(1 − cos t)α/2に一般化二項展開を適用して，

ψ(t) =
∞∑
n=1

cn(cos t)n, cn = (−1)n+1 (α/2)(α/2 − 1) · · · (α/2 − n+ 1)

1 · 2 · · ·n
.

定義より，cn ≥ 0. また t = 0を代入すると，
∑∞

n=1 cn = 1がわかる．ν = (1/2)δ−1+(1/2)δ1

とおくと，νの ch.f.は cos tなので，µn = ν ∗ · · · ∗ ν (n個の畳み込み)の ch.f.は (cos t)n．
従って，ψは µ =

∑
n cnµnの ch.f.である．

X1, X2, · · · ∼ µ i.i.d.とし，
√

2Sn/n
1/αの ch.f.を φnとおくと，

φn(t) = {ψ(
√

2t/n1/α)}n = {1 − (1 − ψ(
√

2t/n1/α)}n.

1 − cos t ∼ t2/2, t→ 0より，

1 − ψ(
√

2t/n1/α) ∼ n−2/αt2, n→ ∞.

以上より，

φn(t) ∼
(

1 − t2

n2/α

)n
∼ e−|t|α = φ(t), n→ ∞.

連続性定理より φが ch.f.なことがわかる．

もう 1つの応用として，次の定理を示す．cf. Example 12.1.

Theorem 14.2. {Xm}を i.i.d. r.v.’sとし，Sn =
∑n

m=1Xmとおく．このとき，Sn/
√
n

d→
N(0, 1)なら，E[X1] = 0, E[X2

1 ] = 1である．

Proof. X1, Y1, X2, Y2, . . . を i.i.d.とし，Zm = (Xm−Ym)/
√

2とおくと，{Zm}も i.i.d.で

あり，Tn =
∑n

m=1 Zm とおくと，Tn/
√
n

d→ N(0, 1)である．φ,ψをそれぞれ X1, Z1 の
ch.f.’sとすると，ψ(t) = |φ(t/

√
2)|2 = ψ(−t)である．ここで，

lim sup
h↓0

1 − ψ(h)

h2
≤ 1

2

を示す 10．g(t) = 1−ψ(t)とおくと，(1−g(t/
√
n))n → e−t

2/2 (広義一様)．仮に，ある δ > 0

と hk ↓ 0に対して，g(hk) > (1/2 + δ)h2kとなるとする．適当に部分列をとることにより，

10limh↓0{1− ψ(h)}/h2 = 1/2も示せる．
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hn = |tn|/
√
n, |tn| ≤ 1と仮定してよい．このとき，(1−g(tn/

√
n))n ≤ exp{−(1/2+δ)t2n}

となるが，これは矛盾．
よって，

E[Z2
1 ] ≤ lim inf

h↓0

2{1 − ψ(h)}
h2

≤ lim sup
h↓0

2{1 − ψ(h)}
h2

≤ 1.

ここで，X1 の分布を µとおくと，
∫∫

(x − y)2dµ(x)dµ(y) ≤ 2. 特に，µ-a.e. y に対し
て，

∫
(x − y)2dµ(x) < ∞である．そのような yを 1つ固定すると，α ∈ (0, 1)に対して，

(x−y)2 = x2−2xy+y2 ≥ (1−α)x2−(α−1−1)y2, i.e., (1−α)x2 ≤ (x−y)2+(α−1−1)y2.

従って，E[X2
1 ] =

∫
x2dµ(x) < ∞を得る．このとき，CLTより，(Sn − nE[X1])/

√
n

d→
N(0,Var(X1))となるが，Sn/

√
n

d→ N(0, 1)であったから，E[X1] = 0, E[X2
1 ] = 1でなく

てはならない．

E[|X|k] <∞ ∀k = 1, 2, . . . のとき，形式的に

φ(t) =

∞∑
k=0

(it)kmk

k!
, mk = E[Xk] (1)

と展開できる．直感的には，mkを k次モーメントにもつ分布は一意に決まりそうな気も
するが，この直感は正しくない！

Example 14.1. 対数正規分布の密度

f0(x) =
1√
2πx

e−(log x)2/2, x > 0

と，それを変形した関数

fa(x) = f0(x){1 + a sin(2π log x)}, x > 0,−1 ≤ a ≤ 1

を考える．faは確率密度関数で，その任意次のモーメントは f0と同じ．実際，∫ ∞

0
xrf0(x) sin(2π log x)dx = 0, r = 0, 1, 2, . . . .

{mk}をモーメント列にもつ分布が高々1つに決まるための十分条件を 1つ与える．

Theorem 14.3. lim supkm
1/(2k)
2k /k = r < ∞なら，{mk}をモーメント列にもつ d.f.は

高々1つである．すなわち，mk =
∫
xkdF (x) (∀k ∈ N)をみたす d.f. F は存在したとして

も 1つである．

例えば，X,Y をコンパクトな区間に集中した r.v.’sであって，すべての k ∈ Nに対し
て，E[Xk] = E[Y k] = mk (say)とすると，m1/(2k)

2k は有界なので，limkm
1/(2k)
2k /k = 0で

ある．ゆえに，X d
= Y となる 11．

11もっと直接に，Weierstrassの近似定理を使ってもよい．

118



Proof. そのような F が存在したとして，X ∼ F とする．m̃k = E[|X|k]とおくと，m̃k ≤
m

1/2
2k だから，lim supk m̃

1/k
k /k ≤ r <∞.∣∣∣∣∣eiθx

(
eitx −

n−1∑
k=0

(itx)k

k!

)∣∣∣∣∣ ≤ |tx|n

n!

なる評価を使うと， ∣∣∣∣∣φ(θ + t) − φ(θ) −
n−1∑
k=1

φ(k)(θ)

k!
tk

∣∣∣∣∣ ≤ |t|n

n!
m̃n.

|t| < 1/(er) とすると，∃ε > 0 s.t. e(r + ε)|t| < 1. 十分大きな n に対して，m̃n ≤
(r + ε)nnn ≤ (r + ε)nenn! (∵ en ≥ nn/n!)だから，

|t|n

n!
m̃n ≤ ((r + ε)e|t|)n → 0, n→ ∞ より,

φ(θ + t) = φ(θ) +
∞∑
k=1

φ(k)(θ)

k!
tk, |t| < 1/(er).

{mk}をモーメント列にもつもう 1つの d.f. Gが存在したとして，その ch.f.をψと書く．
すると，φ(0) = ψ(0) = 1, φ(k)(0) = ψ(k)(0) = ikmk (∀k ∈ N)だから，φ(t) = ψ(t) (∀|t| <
1/(er)). この操作を繰り返すと，φ(t) = ψ(t) (∀t ∈ R)を得る．よって，F = G.

Theorem 14.4 (モーメント法). 次の条件を仮定する：すべてのk ∈ Nに対して，limn

∫
xkdFn(x) =:

mkが存在して，{mk}は lim supkm
1/2k
2k /k <∞をみたす．このとき，Fnは弱収束し，そ

の弱収束極限 F は
∫
xkdF (x) = mk (∀k ∈ N)をみたす．

Proof. Markovの不等式より，∫
|x|≥M

dFn(x) ≤ 1

M2
sup
m

∫
x2dFm(x)︸ ︷︷ ︸
<∞

であるから，{Fn}は一様にタイトである. Fn(m)
w→ F とする．次の補題を示す．

Lemma 14.3. Xn
d→ X, supnE[|Xn|p] <∞ (∃p > 1)なら，limnE[Xn] = E[X].

Proof of Lemma 14.3. Skorohod の表現定理より，∃Yn
d
= Xn, ∃Y

d
= X s.t. Yn → Y

a.s. さらに，supnE[|Yn|p] = supnE[|Xn|p] < ∞より，{Yn}は一様可積分であるから，
Theorem 6.6より，E[Xn] = E[Yn] → E[Y ] = E[X].

Xn ∼ Fn, X ∼ F とすると，Xn(m)
d→ X. 連続写像定理より，任意の k ∈ Nに対して，

Xk
n(m)

d→ Xk. ここで，supmE[X2k
n(m)] <∞であることから，

mk = lim
m

∫
xkdFn(m)(x) = lim

m
E[Xk

n(m)] = E[Xk] =

∫
xkdF (x) (∗)
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となる．(∗)をみたす F は部分列のとり方によらず一意に決まるから，Prohorovの定理の
系 (Corollary 11.2)より，Fn

w→ F .

Edgeworth展開

{Xm : m ∈ N}を i.i.d. r.v.’sとし，E[Xm] = 0, E[X2
m] = 1とする．ここで，Fn(x) =

P (n−1/2
∑n

m=1Xm ≤ x) とおき，N(0, 1)の d.f.を Φとおくと，CLTより，n→ ∞のと
き，supx∈R |Fn(x)−Φ(x)| → 0となる．また，E[|Xm|3] <∞なら，Berry-Esseenの定理
より，収束のスピードはO(n−1/2)である．さらに，適当な正則条件のもとで，Fnは

Fn(x) = Φ(x) + ϕ(x)

{
p1(x)

n1/2
+
p2(x)

n
+
p3(x)

n3/2
+ · · ·

}
(∗)

と展開できる．ここで，ϕはN(0, 1)の密度関数であり，p1, p2, . . . は適当な多項式である．
(∗)の形の展開を Edgeworth展開と呼ぶ．
以下，正則条件にはこだわらず，形式的にEdgeworth展開を導出してみよう．Xを {Xm}

の共通分布に従う r.v.とし，φ(t)をXの ch.f.とする．このとき，φは連続であり，φ(0) = 1

であるから，原点の近傍で logφ(t) が定義できる．与えられた正整数 k ≥ 3 に対して，
E[|X|k] <∞なら，logφ(t)は原点の近傍で Ck級であるから，

logφ(t) =

k∑
j=1

κj
j!

(it)j + o(tk), t→ 0

と展開できる．一方，φ(t)は

φ(t) = 1 +
k∑
j=1

E[Xj ]

j!
(it)j + o(tk), t→ 0

と展開できるので，logφ(t)は，t→ 0のとき，

logφ(t) =

k∑
ℓ=1

(−1)ℓ+1

ℓ!
{φ(t) − 1}ℓ + o(|φ(t) − 1|k)

=

k∑
ℓ=1

(−1)ℓ+1

ℓ!


k∑
j=1

E[Xj ]

j!
(it)j


ℓ

+ o(tk)

とも展開できる．そこで，tj の係数を比較して，各 κj が実数であることがわかる．κj
を X の j 次キュムラント (cumulant)と呼ぶ．簡単な計算から，κ1 = E[X] = 0, κ2 =

E[X2] − (E[X])2 = 1となることがわかるので，このとき，

logφ(t) = − t
2

2
+

k∑
j=3

κj
j!

(it)j + o(tk)
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と展開できる．
さて，Šn := n−1/2

∑n
m=1Xmの ch.f.を φn(t)とおくと，

φn(t) = {φ(t/
√
n)}n

となる．与えられたT > 0に対して，nが十分大きいとき，|t| ≤ T の範囲で，φ(t/
√
n) ̸= 0

となるから，tを固定して，n→ ∞とすると，

logφn(t) = n logφ(t/
√
n) = − t

2

2
+

k∑
j=3

κj
j!

(it)jn−(j−2)/2 + o(n−(k−2)/2)

となる．従って，

φn(t) = exp

− t
2

2
+

k∑
j=3

κj
j!

(it)jn−(j−2)/2 + o(n−(k−2)/2)


= e−t

2/2 exp


k∑
j=3

κj
j!

(it)jn−(j−2)/2

+ o(n−(k−2)/2)

= e−t
2/2

1 +

k−2∑
ℓ=1

1

ℓ!


k∑
j=3

κj
j!

(it)jn−(j−2)/2


ℓ
+ o(n−(k−2)/2)

と展開できる．T > 0は任意であるから，この展開は各 tに関して成り立つ．簡単のため，
k = 5としよう．このとき，

φn(t) = e−t
2/2

[
1 +

1

n1/2
· κ3

6
(it)3 +

1

n

{
κ4
24

(it)4 +
κ23
72

(it)6
}

+
1

n3/2

{
κ5
120

(it)5 +
κ3κ4
144

(it)7 +
κ33

1296
(it)9

}]
+ o(n−3/2).

いま，Šnは密度関数 fnをもつとし，φnに対して形式的に反転公式を適用すると，

fn(x) = ϕ(x)

{
1 +

r1(x)

n1/2
+
r2(x)

n
+
r3(x)

n3/2

}
+ o(n−3/2)

という形になる．rj(x), j = 1, 2, 3を明示的に求めてみよう．
各 j ∈ Nに対して，j次Hermite多項式 Hj(x)を

(−1)j
dj

dxj
ϕ(x) = Hj(x)ϕ(x) (∗∗)

と定義する．例えば，最初の 3項は，H1(x) = x,H2(x) = x2 − 1,H3(x) = x3 − 3xであ
る．また，(∗∗)の両辺を微分して，

d

dx
{Hj(x)ϕ(x)} = −Hj+1(x)ϕ(x)

121



を得る．この関係より，Hj(x)が j次多項式となることが帰納的に確かめることができる．
いま，各 j ∈ Nに対して，

1

2π

∫
R

(it)je−itxe−t
2/2dt =

(−1)j

2π

dj

dxj

∫
R
e−itxe−t

2/2dt = (−1)j
dj

dxj
ϕ(x) = Hj(x)ϕ(x)

となるから，rj(x), j = 1, 2, 3はそれぞれ，

r1(x) =
κ3
6
H3(x),

r2(x) =
κ4
24
H4(x) +

κ23
72
H6(x),

r3(x) =
κ5
120

H5(x) +
κ3κ4
144

H7(x) +
κ33

1296
H9(x)

となる．fnの展開式を形式的に−∞から xまで積分して，

Fn(x) = Φ(x) − ϕ(x)

[
1

n1/2
· κ3

6
H2(x) +

1

n

{
κ4
24
H3(x) +

κ23
72
H5(x)

}

+
1

n3/2

{
κ5
120

H4(x) +
κ3κ4
144

H6(x) +
κ33

1296
H8(x)

}]
+ o(n−3/2) (∗3)

を得る．
以上の導出は形式的なものであり，厳密には，o(n−3/2)の項に反転公式を適用したら

o(n−3/2)になるか，とか，fnの展開式の剰余項を−∞から xまで積分したものが o(n−3/2)

になるか，といったことを確認する必要がある．とは言え，Xが有限な 5次モーメントを
もち，次の Cramér条件

lim sup
|t|→∞

|φ(t)| < 1

がみたされるなら，(∗3)の展開が x ∈ Rに関して一様に成り立つことが知られている．例
えば，Xの分布が絶対連続であれば，Riemann-Lebesgueの補題より，Cramér条件はみた
される．しかし，例えば，P (X = ±1) = 1/2のときは，φ(t) = cos tとなるから，Cramér

条件はみたされない．後者の例に関しては，κ3 = E[X3] = 0となるので，仮に (∗3)の展
開が x ∈ Rに関して一様に成り立つなら，supx |Fn(x) − Φ(x)| = O(n−1)となるが，これ
は正しくない (cf. Exercise 12.3)．

Edgeworth展開の証明は，Gnedenko and Kolmogorov (1968)を参照せよ．

演習問題

Exercise 14.1. X,Y を独立な r.v.’sとし，X + Y
d
= Xとする．このとき，Y = 0 a.s.を

示せ．
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Exercise 14.2. Xを r.v.とし，その ch.f.を φとする．いま，kを正整数とし，φは原点
近傍で (2k)回微分可能とする．このとき，E[X2k] <∞を示せ．

Exercise 14.3. N(0, 1)のモーメント列に対して，Theorem 14.3の条件を確認せよ．

Exercise 14.4. {Xm : m ∈ N}を平均 0，分散 1をもつ i.i.d. r.v.’sとし，すべての ℓ ∈ N
に対して，E[|X1|ℓ] < ∞とする．また，Šn = n−1/2

∑n
m=1Xmとおく．このとき，あら

ゆる ℓ ∈ Nに対して，limnE[Šℓn] = E[Zℓ]を示せ．ただし，Z ∼ N(0, 1)である．

Exercise 14.5. {Xm}を i.i.d. r.v.’sとし，E[Xm] = θ,Var(Xm) = σ2 > 0, E[|Xm|3] <∞
とする．いま，σ2は既知とし，n個のデータX1, . . . , Xnにもとづいて，θの信頼区間を
構成する問題を考える．n−1/2

∑n
m=1(Xm − θ)/σの d.f. Fnに対して，Edgeworth展開

Fn(x) = Φ(x) − ϕ(x)

n1/2
· κ3

6
H2(x) +O(n−1)

を認める．このとき，X̄n = n−1
∑n

m=1Xmとおいたとき，与えられたα ∈ (0, 1)に対して，

P
{
θ ∈ [X̄n ± Φ−1(1 − α/2)/(σ

√
n)]
}

= 1 − α+O(n−1)

を示せ．

Exercise 14.6. r.v. Xが格子点分布 (lattice distribution)をもつとは，ある a, b ∈ Rが
存在して，P (X ∈ a+ bZ) = 1となることを言う．ここで，a+ bZ := {a+ bd : d ∈ Z}で
ある．いま，X を r.v.とし，その ch.f.を φとおく．このとき，X が格子点分布をもつた
めには，ある t0 ̸= 0が存在して，|φ(t0)| = 1となることが必要十分であることを示せ．こ
れより，格子点分布は Cramér条件をみたさないことがわかる．
十分性のヒント：φ(t0) = eiθ0 (θ0 ∈ R)とすると，0 = 1 − Re{e−iθ0φ(t0)} = E[1 −

cos(t0X − θ0)]となる．
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15 無限分解可能分布

CLTと Poisson少数の法則は独立な三角列の和が，適当な仮定のもとで，N(0, 1) or

Po(λ)に分布収束することを述べている．そのような和の極限分布は無限分解可能分布
として特徴づけられる．なお，無限分解可能分布と，次の節で扱う安定分布に関しては，
Breiman (1968)とGnedenko and Kolmogorov (1968)が詳しい．

r.v. X が無限分解可能分布 (infinitely divisible distribution)をもつとは，各 n ∈ Nに
対して，

X
d
= Xn,1 + · · · +Xn,n

なる i.i.d. r.v.’s Xn,1, . . . , Xn,nが存在することを言う．

Theorem 15.1. 各n ∈ Nに対してXn,1, . . . , Xn,nを i.i.d. r.v.’sとし，Sn =
∑n

m=1Xn,m
d→

X (n→ ∞)とする．このとき，X は無限分解可能分布をもつ．

Proof. Snmを

Smn = Xmn,1 + · · · +Xmn,n︸ ︷︷ ︸
=Yn,1

+ · · · +Xmn,(m−1)n+1 + · · · +Xmn,mn︸ ︷︷ ︸
=Yn,m

と分割する．Yn,1, . . . , Yn,mは i.i.d.である．Sn
d→ X とすると，

{P (Yn,1 > y)}m = P (Yn,1 > y, . . . , Yn,m > y) ≤ P (Smn > my),

{P (Yn,1 < −y)}m ≤ P (Smn < −my)

となるから，{L(Yn,1) : n ∈ N}は一様にタイトである. 従って，Prohorovの定理より，分布

収束する部分列Yn(k),1が存在する．Yn(k),1
d→ Zm,1とする．Zm,2, . . . , Zm,mをZm,1の独立

なコピーとすると，Yn(k),ℓ
d
= Yn(k),1より，各2 ≤ ℓ ≤ mに対して，Yn(k),ℓ

d→ Zm,ℓ (k → ∞)

となる．いま，Yn,1, . . . , Yn,mは独立だから，k → ∞のとき，

Smn(k) = Yn(k),1 + · · · + Yn(k),m

↓d ↓d

X
d
= Zm,1 + · · · + Zm,m

となる．これはX の分布が無限分解可能であることを意味する．

無限分解可能分布の例として，正規分布，Cauchy分布，Poisson分布，複合Poisson分
布などがある．

Example 15.1 (複合 Poisson分布). ξ1, ξ2, . . . を i.i.d.とし，N(λ)をパラメータ λをも
つ Poisson分布に従う r.v.とする．このとき，Z = ξ1 + · · · + ξN(λ)の分布を複合 Poisson
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分布と呼ぶ．Xn,j
d
= ξ1 + · · · + ξN(λ/n) とすれば，Z

d
= Xn,1 + · · · + Xn,n だから，複合

Poisson分布は無限分解可能である．また，φ(t) = E[exp(itξ1)]とおくと，Z の ch.f.は，

E[eitZ ] =

∞∑
n=0

e−λ
λn

n!
φ(t)n = exp{−λ(1 − φ(t))}

である．ν = L(ξ1)とおけば，右辺は

exp

{
λ

∫
(eitx − 1)dν(x)

}
と表せる．

無限分解可能分布の ch.f.は Lévy-Khinchin表現と呼ばれる特徴づけがある．その表現
を導出してみよう．Lemma 13.3 (i)を思い出す．

Lemma 15.1 (Lemma 13.3 (i)の再掲). f : [−T, T ] → Cを連続で，f(0) = 1, f(t) ̸=
0 ∀t ∈ [−T, T ]をみたすとする．このとき，一意な連続関数 λ : [−T, T ] → Cが存在して，
λ(0) = 0, f(t) = eλ(t) ∀t ∈ [−T, T ]をみたす. log f(t) := λ(t)と定義する．

X は無限分解可能分布をもつとする．X の分布を µ, ch.f.を φ(t)とおく．

Lemma 15.2 (Durrett 3.8.3). φ(t) ̸= 0 ∀t ∈ R.

X は無限分解可能分布をもつから，ある i.i.d. r.v.’s Xn,m, 1 ≤ m ≤ nが存在して，

X
d
= Xn,1 + · · · +Xn,nとなる．Xn,1の分布を µn, ch.f.を φnとおくと，

µ = µn ∗ · · · ∗ µn︸ ︷︷ ︸
n

, φ(t) = {φn(t)}n

であり，φ,φnは ̸= 0であるから，logφ(t) = n logφn(t). よって，

φn(t) = exp{(1/n) logφ(t)} → 1 (広義一様)

となるから，

logφ(t) = n log{1 − (1 − φn(t))}
= n{φn(t) − 1}{1 + εn(t)} (εn(t) → 0 (広義一様))

= {1 + εn(t)}
∫

(eitx − 1)ndµn(x) (∗)

= {1 + εn(t)}
∫

(eitx − 1)dµ̃n(x) (µ̃n := nµn)

と展開できる．次の 2つの補題を示す．
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Lemma 15.3.

lim sup
n

µ̃n({x : |x| ≥ 2/u}) ≤ −2u−1

∫ u

0
Re logφ(t)dt.

さらに，右辺→ 0 (u ↓ 0).

Proof. 連続性定理の証明に現れた評価を使うと，

µn({x : |x| ≥ 2/u}) ≤ u−1

∫ u

−u
{1 − φn(t)}dt = 2u−1

∫ u

0
{1 − Reφn(t)}dt.

従って，

µ̃n({x : |x| ≥ 2/u}) ≤ 2u−1

∫ u

0
nRe

[
1 − exp{(1/n) logφ(t)}

]
dt

→ −2u−1

∫ u

0
Re logφ(t)dt.

さらに，u ↓ 0とすると，右辺→ −2Re logφ(0) = 0.

Lemma 15.4.

lim sup
n

∫
[−1,1]

x2dµ̃n(x) <∞.

Proof.

n{1 − Reφn(1)} =

∫
(1 − cosx)dµ̃n(x) ≥

∫
[−1,1]

(1 − cosx)dµ̃n(x).

cosx = 1−(x2/2) cos(θx) (∃θ ∈ [0, 1])であるから，∃c > 0 s.t. 1−cosx ≥ cx2 (∀|x| ≤ 1).

よって，

lim sup
n

∫
[−1,1]

x2dµ̃n(x) ≤ c−1 lim
n
n{1 − Reφn(1)} = −c−1Re logφ(1).

(R,B)上の p.m. νnを

νn(B) := α−1
n

∫
B

x2

1 + x2
dµ̃n(x), B ∈ B, αn :=

∫
R

x2

1 + x2
dµ̃n(x),

と定義する．

x2

1 + x2
=

O(1) |x| → ∞
O(x2) x→ 0
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であるから，Lemma 15.3と Lemma 15.4より，lim supn αn < ∞である．いま，任意に
固定した t ∈ Rに対して，

logφ(t) = (1 + o(1))

∫
(eitx − 1)dµ̃n(x)

= (1 + o(1))

[
αn

∫ (
eitx − 1 − itx

1 + x2

)
1 + x2

x2︸ ︷︷ ︸
=:g(x)

dνn(x)

+ it

∫
x

1 + x2
dµ̃n(x)︸ ︷︷ ︸

=:βn

]
.

ここで，eitx = 1 + itx− t2x2/2 +O(x3), 1/(1 + x2) = 1 − x2 +O(x4) (x→ 0)より，(
eitx − 1 − itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
=

(
− t

2x2

2
+O(x3)

)
1 + x2

x2
= − t

2

2
+ o(1), x→ 0

と展開できて，limx→0,x ̸=0 g(x) = −t2/2となるから，gは R上の連続関数に拡張できる．

Case 1. lim infn αn > 0. このとき，{νn}は一様にタイトだから，∃n(k) ↑ ∞ s.t.

νn(k)
w→ ν, αn(k) → α > 0. ここで，gは有界連続であるから，

αn(k)

∫
g(x)dνn(k)(x) → α

∫
g(x)dν(x)

= − t
2

2
αν({0})︸ ︷︷ ︸

=:σ2

+

∫
R\{0}

(
eitx − 1 − itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
αdν(x)︸ ︷︷ ︸

=:dM(x)

.

Case 2. lim infn αn = 0. このとき，∃n(k) ↑ ∞ s.t. αn(k) → 0. gは有界なので，

αn(k)

∫
g(x)dνn(k)(x) → 0.

いずれの場合も，limk βn(k) =: βが存在する．n(k)のとり方は tに依存しなかったから，
βも tに依存しない．以上の議論をまとめて，次の定理の前半を得る．

Theorem 15.2 (Lévy-Khinchin). X が無限分解可能分布をもつための必要十分条件は，
定数 β ∈ R, σ ≥ 0と，(R,B)上の測度M で，M({0}) = 0,

∫
(x2 ∧ 1)dM(x) < ∞をみた

すものが存在して，X の ch.f. φ(t)が

φ(t) = exp

{
iβt− σ2t2

2
+

∫
R

(
eitx − 1 − itx

1 + x2

)
dM(x)

}
, t ∈ R (∗∗)

と表せることである．
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Remark 15.1 (Lévy測度). (∗∗)の右辺をLévy-Khinchin表現と呼ぶ．また，MをLévy測度
と呼ぶ．なお，

b = β −
∫
[−1,1]c

x

1 + x2
dM(x) +

∫
[−1,1]

x3

1 + x2
dM(x)

とおくと (右辺の積分は有限！)，Lévy-Khinchin表現は

φ(t) = exp

[
ibt− σ2t2

2
+

∫ {
eitx − 1 − (itx)1[−1,1](x)

}
dM(x)

]
(∗3)

とも表せる (Lévy過程 (後述)の本だと，この表現の方をよく見かける)．
Lévy測度M は原点の近傍で +∞の測度をもつ場合がある．次節で扱う安定分布を例

にとると，指数 α ∈ (0, 2)の非退化な安定分布の Lévy測度は，m1 +m2 > 0なる適当な
定数m1,m2 ≥ 0を用いて，

dM(x) = m1x
−α−11(0,∞)dx+m2|x|−α−11(−∞,0)dx

と表されるので，あらゆる ε > 0に対して，M((−ε, ε)) = +∞となる．
また，eitx − 1 = O(x) (x→ 0)なので，

∫
[−1,1] |x|dM(x) <∞であれば，

γ = b−
∫
[−1,1]

xdM(x) (∗4)

とおくと，

φ(t) = exp

{
iγt− σ2t2

2
+

∫
R

(eitx − 1)dM(x)

}
と表すことができる．特に，M(R) <∞であれば，

∫
R(eitx − 1)dM(x)は複合 Poisson分

布の ch.f.なので，X の分布はN(γ, σ2)と複合 Poisson分布の畳み込みになっている．

Proof of Theorem 15.2. 必要性はすでに示した．十分性を示す．(∗∗)の右辺を φβ,σ2,M (t)

とおいて，φβ,σ2,M が常に ch.f.となることを示す．(R,B)上の測度 νを

ν(B) =

∫
B

x2

1 + x2
dM(x), B ∈ B

と定義すると，νは有限測度である．

g(x, t) =

(
eitx − 1 − itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
, x ̸= 0

とおくと，limx→0,x ̸=0 g(x, t) = −t2/2であるから，任意に固定した tに対して，g(x, t)を
x = 0まで連続に拡張できる．g(x, t)は xの関数として有界連続だから，

xn,k = k/n, In,k = (xn,k−1, xn,k], k = −n2, . . . ,−1, 1, . . . , n2
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とおくと，DCTより，∑
|k|≤n2,k ̸=0

(
eitxn,k − 1 −

itxn,k
1 + x2n,k

)
1 + x2n,k
x2n,k

ν(In,k) →
∫
g(x, t)dν(x), n→ ∞.

ここで，

βn = β −
∑

|k|≤n2,k ̸=0

ν(In,k)

xn,k
, λn,k = ν(In,k)

1 + x2n,k
x2n,k

とおくと，

ψn(t) = exp

iβnt− σ2t2

2
+

∑
|k|≤n2,k ̸=0

λn,k(e
itxn,k − 1)


は ch.f.である．実際，ξk, k = −n2, . . . , n2を独立な r.v.’sであって，ξ0 ∼ N(βn, σ

2), ξk ∼
Po(λn,k) (|k| ≤ n2, k ̸= 0) とすると，ψn(t) = E[exp(it

∑
|k|≤n2 ξk)] である．さらに，

n→ ∞とすると，各 t ∈ Rに対して，ψn(t) → φβ,σ2,M (t). ところで，g(x, t)は |t| ≤ 1の
範囲で (x, t)の関数として有界であるから，DCTより，

lim
t→0

∫
g(x, t)dν(x) =

∫
g(x, 0)dν(x) = 0.

従って，φβ,σ2,M (t)は t = 0で連続であり，連続性定理より，φβ,σ2,M は ch.f.である．
あとはφβ,σ2,Mが無限分解可能分布のch.f.となることを示せばよいが，これはφβ,σ2,M (t) =

{φβ/n,σ2/n,M/n(t)}n から従う．

Theorem 15.3. Lévy-Khinchin表現に現れるパラメータ (β, σ,M)は ch.f.から一意に決
まる．

Proof. ch.f. φは (∗∗)の表現をもつとする．まず，limt→∞{logφ(t)}/t2 = −σ2/2より，σ
は φから一意に決まる．次に，ψ(t) = logφ(t) + σ2t2/2とおいて，

θ(t) = ψ(t) −
∫ 1

0

{
ψ(t+ u) − ψ(t− u)

2

}
du

とおくと，h(x, t) = eitx − 1 − itx/(1 + x2)に対して，

1

2
{h(x, t+ u) − h(x, t− u)} = h(x, t) − eitx(1 − cos(ux))

であり，1 − cosx ∼ x2/2 (x→ 0)より，dM(x)と duの積分順序の交換ができて，

θ(t) =

∫
R
eitx

{∫ 1

0
(1 − cos(ux))du

}
dM(x) =

∫
R
eitx　

(
1 − sinx

x

)
dM(x)︸ ︷︷ ︸

=dρ(x)

を得る．ここで，1 − (sinx)/x = O(x2) (x → 0)より，ρは (R,B)上の有限測度なので，
反転公式より，ρは θから一意に決まる．これは，φからM が一意に決まることを意味す
る．σとM の一意性から，βの一意性も従う．
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Remark 15.2. Theorem 15.2の証明中に現れた評価 (∗)より，

exp

{
n

∫
(eitx − 1)dµn(x)

}
→ φ(t), ∀t ∈ R

がわかる．左辺は複合Poisson分布の ch.f.だから，無限分解可能分布は複合Poisson分布
の弱収束極限で尽くされることがわかる．すなわち，Iを無限分解可能分布の全体，P を
複合 Poisson分布の全体とし，P の弱位相に関する閉包を P と書くと，I ⊂ P が示され
た．逆に，P ⊂ I であって，I は弱位相に関して閉じているので，I = P が成り立つ．

Theorem 15.1 では，Xn,1, . . . , Xn,n は i.i.d. と仮定していたが，単に独立な場合は和
Sn =

∑n
m=1Xm,n の可能な極限分布は何であろうか？Xn,1, . . . , Xn,n に何も制約を課さ

ない場合は任意の分布が極限分布になりうる．実際，µを任意の p.m.とすると，Xn,1 ∼
µ,Xn,2 = Xn,n = 0とすれば，Sn ∼ µとなる．しかし，直感的に言うと，各Xm,nが一様
に小さいなら，Snの極限分布は無限分解可能分布に限る．正確には次の定理が成り立つ．

Theorem 15.4. 各 n ∈ Nに対して，Xn,1, . . . , Xn,nは独立であって，条件

∀ε > 0, sup
1≤m≤n

P (|Xm,n| > ε) → 0, n→ ∞

をみたすとする．このとき，Sn =
∑n

m=1Xm,n の極限分布は存在すれば無限分解可能で
ある．

Proof. Sn
d→ X として，X の ch.f.を評価していくと，それが Lévy-Khinchin表現をもつ

ことがわかる．従って，X は無限分解可能分布をもつ．

Remark 15.3 (Lévy過程). 本講義ノートでは扱わないが，無限分解可能分布はLévy過程
と深い関係がある．一般に，空でない集合 T に対して，r.v.’sの集まり {Xt : t ∈ T}を確
率過程と呼ぶ．確率過程 {Xt : t ∈ R+}が，

(i) X0 = 0 a.s.;

(ii) (定常独立増分性) 任意の 0 ≤ t1 < · · · < tnに対して，Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1

は独立かつ，各 jに対して，Xtj −Xtj−1

d
= Xtj−tj−1 ;

(iii) (確率連続性) 任意の t ≥ 0に対して，Xt+h
P→ Xt, h→ 0，

をみたすとき，法則の意味での Lévy過程と言う．法則の意味での Lévy過程が，確率 1で
右連続かつ左極限が存在するパスをもつとき，それを単に Lévy過程と呼ぶ (そのような “

修正”は必ず存在することが知られている)．最後のパートで扱うBrown運動は Lévy過程
の代表的な例である．Lévy過程が重要である 1つの理由として，それがジャンプをもつ
連続時間確率過程の代表的なクラスであるためである．
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無限分解可能分布との関連に戻ると，(ii)より，Xtの周辺分布は無限分解可能であるこ
とが分かる．逆に，Xtの分布はX1の分布から一意に決まり，与えられた無限分解可能分
布をX1の分布にもつ Lévy過程を構成できる．

Lévy過程に関する基本的な定理として，Lévy-Itô分解というものがあり，Lévy-Khinchin

表現はその副産物として導出できる．従って，Lévy-Khinchin表現を別個に導出する必要
があるのか，という疑問もあるが，Lévy-Itô分解の証明は結構大変だし，とにかくそう言
うものがあるんだ，というのを理解するために，Lévy-Khinchin表現の導出を入れてみた．
Lévy過程に関する専門書として，佐藤 (1991), Sato (1999), Bertoin (1996), Applebaum

(2009)を挙げておく．

演習問題

Exercise 15.1. ガンマ分布が無限分解可能であることを示せ．さらにその Lévy測度を
導出せよ．

以下，X は無限分解可能分布をもつ r.v.とし，その ch.f. φ(t)は Lévy-Khinchin表現
(∗∗)をもつとする．

Exercise 15.2. 次の 3条件を仮定する：σ = 0;M((−∞, 0)) = 0;
∫
[0,1] xdM(x) <∞．こ

のとき，Xの分布のサポートは左に有界であって，その左端は γであることを示せ．ただ
し，γは (∗4)で与えたものである．

Exercise 15.3. 逆に，X のサポートが左に有界なら，前問の 3条件がみたされることを
示せ．

Exercise 15.4. M が有界な区間に集中していたら (i.e., M([−K,K]c) = 0)，φは無限回
微分可能であることを示せ．このとき，あらゆる r > 0に対して，E[|X|r] <∞となる．

(∗3)の形のLévy-Khinchin表現を思い出す．このとき，M1(B) = M(B∩[−1, 1]),M2(B) =

M(B ∩ [−1, 1]c)と定義すれば，M = M1 +M2と分解できて，M2は有限測度である．ま
た，M1は Lévy測度である．そこで，X1を

φ1(t) = exp

{
ibt− σ2t2

2
+

∫
(eitx − 1 − itx)dM1(x)

}
を ch.f.にもつ r.v.とし，X2をX1と独立な r.v.であって，

φ2(t) = exp

{∫
(eitx − 1)dM2(x)

}
を ch.f.にもつ r.v.とすると，φ(t) = φ1(t)φ2(t)であるから，X

d
= X1 + X2となる．X2

の分布は複合 Poisson分布である．
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Exercise 15.5. r > 0とする．このとき，E[|X|r] <∞となるためには，
∫
|x|rdM2(x) <

∞であることが必要十分であることを示せ．

Exercise 15.6 (Kolmogorov). X を無限分解可能分布に従う r.v.とし，さらに E[X] =

0, E[X2] <∞とする．このとき，(R,B)上の有限測度 ρが存在して，X の ch.f.が

φ(t) = exp

{∫
R

eitx − 1 − itx

x2
dρ(x)

}
と表せることを示せ．また，E[X2] = ρ(R)を示せ．ただし，被積分関数の x = 0での値
は x→ 0, x ̸= 0のときの極限とする．
ヒント：前問より，

∫
R x

2dM(x) <∞である．
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16 安定分布

r.v. Y が安定分布 (stable distribution)をもつとは，任意の正整数 kに対して，ある
ak > 0, bk ∈ Rが存在して，Y の独立なコピー Y1, . . . , Ykに対して，∑k

j=1 Yj − bk

ak

d
= Y, i.e.,

k∑
j=1

Yj
d
= akY + bk

となることを言う．定義より，安定分布は無限分解可能である．Y の ch.f.をφ(t)とおくと，
Y が安定分布をもつための必要十分条件は，任意の正整数 kに対して，ある ak > 0, bk ∈ R
が存在して，{φ(t)}k = eitbkφ(akt) となることである．正規分布や Cauchy分布は安定分
布である．

Theorem 16.1. {Xm : m ∈ N}を i.i.d. r.v.’sとする．このとき，ある数列 an > 0, bn ∈ R
に対して，(

∑n
m=1Xm − bn)/an

d→ Y であれば，Y は安定分布をもつ．

Theorem 16.1は，i.i.d. r.v.’sの正規化した和の極限分布は安定分布に限ることを述べ
ている．Theorem 16.1の証明に次の定理を用いる．

Theorem 16.2 (タイプ収束定理). ある数列 αn > 0, βn ∈ Rに対して，Wn
d→W,W ′

n :=

αnWn + βn
d→ W ′ とする．このとき，W,W ′ の分布が非退化 (1 点分布でない) なら，

∃α > 0, ∃β ∈ R s.t. αn → α, βn → β,W ′ d= αW + βとなる.

Wn,W,W
′の d.f.’sをそれぞれ Fn, F,Gとおくと，W ′

nの d.f.は Fn((x − βn)/αn)であ
る. Theorem 16.2 は，Fn

w→ F, Fn((x − βn)/αn)
w→ G，かつ F と Gが非退化なら，

∃α > 0, ∃β ∈ R s.t. αn → α, βn → β,

G(x) = F ((x− β)/α), ∀x ∈ R (∗)

となることを述べている．(∗)のとき，F とGは同じタイプ (type)をもつと言う．

Proof of Theorem 16.2. W ′
nの d.f.をGnとおくと，

F−1
n (p) → F−1(p) ∀p ∈ C(F−1), G−1

n (p) → G−1(p) ∀p ∈ C(G−1)

となる．いま，F とGは非退化なので，∃p1, p2 ∈ C(F−1) ∩ C(G−1) s.t.

−∞ < F−1(p1) < F−1(p2) <∞, −∞ < G−1(p1) < G−1(p2) <∞.

ここで，G−1
n (p) = αnF

−1
n (p) + βnであるから，

αn =
G−1
n (p2) −G−1

n (p1)

F−1
n (p2) − F−1

n (p1)
→ G−1(p2) −G−1(p1)

F−1(p2) − F−1(p1)
=: α

を得る．また，βn = G−1
n (p1) − αnF

−1
n (p1) → G−1(p1) − αF−1(p1) =: βとなる.
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Proof of Theorem 16.1. Y の分布が退化しているときは定理の結論は明らかなので，Y の
分布は非退化と仮定する．kを正整数とし，Y1, . . . , Ykを Y の独立なコピーとする．Zn =

(
∑n

m=1Xm − bn)/an, S
j
n =

∑jn
m=(j−1)n+1Xmとおくと，

Wn := Znk = (S1
n + · · · + Skn − bnk)/ank,

ankZnk = (S1
n − bn) + · · · + (Skn − bn) + (kbn − bnk),

W ′
n := (ank/an)︸ ︷︷ ︸

=:αn

Znk + (bnk − kbn)/an︸ ︷︷ ︸
=:βn

= (S1
n − bn)/an + · · · + (Skn − bn)/an.

n → ∞のとき，Wn
d→ Y,W ′

n = αnWn + βn
d→
∑k

j=1 Yj となるから，タイプ収束定理よ

り，αn → α, βn → β,
∑k

j=1 Yj
d
= αY + βを得る.

次に安定分布の指数を定義する．

Theorem 16.3 (安定分布の指数). X を非退化な安定分布に従う r.v.とし，X1, X2, . . .

をXの独立なコピーとする．このとき，一意な定数 α ∈ (0, 2]が存在して，各正整数 kに

対して，ある bk ∈ Rが存在して，
∑k

j=1Xj
d
= k1/αX+ bkとなる．さらに，Xの ch.f. φ(t)

の Lévy-Khinchin表現のパラメータを (β, σ,M)とおくと，α = 2のとき，σ > 0,M = 0

となり，α ∈ (0, 2)のときは，σ = 0であって，Lévy測度M は

dM(x) = m1x
−α−11(0,∞)(x)dx+m2|x|−α−11(−∞,0)(x)dx

と表される．ただし，m1,m2はm1,m2 ≥ 0,m1 +m2 > 0なる定数である．

αを安定分布の指数 (index)と呼ぶ．

Proof. X は安定分布に従うから，各正整数 kに対して，適当な定数 ak > 0, bk ∈ Rが存
在して，{φ(t)}k = eitbkφ(akt)となる．Mk(B) = M({x : akx ∈ B}) (B ∈ B)とおくと，
両辺の Lévy-Khinchin表現を比較して，

ikβt− kσ2t2

2
+

∫
R
h(x, t)kdM(x) = i(βak + bk + ck)t−

a2kσ
2t2

2
+

∫
R
h(x, t)dMk(x)

を得る．ただし，h(x, t) = eitx − 1 − itx/(1 + x2)であって，

ck = ak

∫
R

(
x

1 + a2kx
2
− x

1 + x2

)
dM(x)

である (右辺の積分は有限)．このとき，Lévy-Khinchin表現のパラメータの一意性より，

kβ = βak + bk + ck, kσ
2 = a2kσ

2, kM = Mk

を得る．σが 0か 0でないかで場合分けする．
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Case 1. σ ̸= 0. このとき，ak =
√
kである．ψ(t) = logφ(t)とおくと，kψ(t) = ibkt+

ψ(
√
kt)となる．ψ(t)/t2 → −σ2/2 (|t| → ∞)であるから，ψ(

√
kt)/k → −σ2t2/2 (k → ∞).

よって，ψ(t) = iβt− σ2t2/2を得る．

Case 2. σ = 0. H+(x) = M([x,∞)) (x > 0), H−(x) = M((−∞, x]) (x < 0)とおく
と，Xの分布は非退化なので，両方とも≡ 0となることはありえない．いま，H+ ̸≡ 0のと
き，十分小さな x0 > 0に対して，H+(x0) > 0となる．このとき，kH+(x0) = H+(x0/ak)

より，ak ↑ ∞であり，また，安定分布の定義から，ank = anakとなるから，akj = (ak)
j

を得る．k > 1を任意に固定し，n > kに対して，kj ≤ n ≤ kj+1となるように jを選ぶと，
akj ≤ an ≤ akj+1 より，j log ak ≤ log an ≤ (j + 1) log ak となる．両辺を j log kで割って，

log ak
log k

≤ log an
log n

· log n

j log k
≤ j + 1

j
· log ak

log k
.

n→ ∞とすると，j → ∞となるが，(log n)/(j log k) → 1であるから，

log ak
log k

= lim
n

log an
log n

=: λ

を得る．ここで，λは kに依存せず，ak = kλとなる．λ ∈ (0,∞)である．
従って，kH+(x) = H+(x/kλ) (x > 0, k ≥ 1)となり，これに x = (k/n)λを代入して，

kH+((k/n)λ) = H+(1/nλ), k, n ≥ 1

を得る．ここで，k = nとすると，nH+(1) = H+(1/nλ)であるから，

H+((k/n)λ)) = (n/k)H+(1), k, n ≥ 1

を得る．{(k/n)λ : k, n ≥ 1} は (0,∞) で稠密であり，H+ は左連続だから，α = 1/λ

とおいて，H+(x) = x−αH+(1) (x > 0) を得る．また，同様の議論より，H−(x) =

|x|−αH−(−1) (x < 0)を得る．従って，Lévy測度M は

dM(x) = αH+(1)x−α−11(0,∞)dx+ αH−(−1)|x|−α−11(−∞,0)dx

となるが，
∫
[−1,1] x

2dM(x) <∞でなくてはならないので，α ∈ (0, 2)である．

α = 2のときは，M = 0なので，ch.f.はφ(t) = eiβt−σ
2t2/2となる．従って，X ∼ N(β, σ2)

である．α ∈ (0, 2)のときも，ch.f.を具体的に計算することができて，次の定理を得る．
詳細は，Breiman (1968, Chapter 9)，またはGnedenko and Kolmogorov (1968, Chapter

7)を参照せよ．

Theorem 16.4. Xが指数α ∈ (0, 2]の非退化な安定分布をもてば，適当な定数 c ∈ R, d >
0, |θ| ≤ 1が存在して，

φ(t) := E[eitX ] =

exp{itc− d|t|α
(
1 + iθ sgn(t) tan π

2α
)
} if α ∈ (0, 2] \ {1}

exp{itc− d|t|
(
1 + iθ sgn(t) 2

π log |t|
)
} if α = 1

(∗∗)
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と表せる．逆に，あらゆる α ∈ (0, 2], c ∈ R, d > 0, |θ| ≤ 1に対して，(∗∗)の右辺は非退化
な安定分布の ch.f.である．

X が対称のとき (X
d
= −X)，φ(t) = e−d|t|

α
であり，その分布を指数 αの対称安定分布

と呼ぶ．安定分布は裾の重い分布の代表的なクラスである．実際，X が指数 α ∈ (0, 2)の
非退化な安定分布に従うとき，E[|X|r] < ∞ (0 < ∀r < α)だが E[|X|α] = ∞となる (cf.

Exercise 16.1). 一方，指数が α = 2の安定分布は正規分布なので，その場合はすべての
モーメントが存在して有限である．
X1, X2, · · · ∼ F i.i.d.として，ある数列an > 0, bn ∈ Rに対して，(

∑n
m=1Xm−bn)/an

d→
Gとなるとき，F は Gの吸引域 (domain of attraction)に属すると言う．Gは必ず安定
分布である．CLTより，2次モーメントが有限な F はN(0, 1)の吸引域に属する．ところ
で，Example 12.1より，F が有限な 2次モーメントをもたない場合でも，N(0, 1)の吸引
域に属することがある．

Theorem 16.5. X ∼ F とし，F は非退化とする．このとき，F がN(0, 1)の吸引域に属
するための必要十分条件は，

xP (|X| > x)

E[X21{|X|≤x}]
→ 0, x→ ∞

となることである．

指数 α ∈ (0, 2)をもつ安定分布の吸引域に関しても，その特徴づけが知られている．詳
細は，Breiman (1968, Chapter 9)，またはGnedenko and Kolmogorov (1968, Chapter 7)

を参照せよ．

Example 16.1 (指数 α ∈ (0, 2)の対称安定分布の吸引域に属する分布の例). α ∈ (0, 2)

とする．X1, X2, . . . を i.i.d. r.v.’sとし，P (X1 > x) = P (X1 < −x) = x−α/2 (x ≥ 1) と
する．φ(t) = E[eitX1 ]とおくと，X1の分布の対称性より，t ̸= 0のとき，

1−φ(t) = E[1−cos(tX1)] = α

∫ ∞

1
(1−cos(tx))x−α−1dx = |t|αα

∫ ∞

t
(1−cosu)u−α−1du.

ここで，c = α
∫∞
0 (1 − cosu)u−α−1du ∈ (0,∞)とおくと，1 − φ(t) ∼ c|t|α (t → 0)であ

る．従って，Sn =
∑n

m=1Xmとおくと，n→ ∞のとき，

E[eitSn/n1/α
] = {φ(t/n1/α)}n = {1 − (1 − φ(t/n1/α))}n ∼

(
1 − c|t|α

n

)n
→ e−c|t|

α

を得る．

演習問題

Exercise 16.1. X が指数 α ∈ (0, 2)の (非退化な)安定分布に従うとき，0 < r < αなら
E[|X|r] <∞となることを示せ．また，E[|X|α] = ∞となることを示せ．
ヒント：Exercise 15.5.
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Exercise 16.2. X が指数 α ∈ (0, 2)の非退化な対称安定分布に従うとき，適当な定数
d > 0が存在して，その ch.f.が φ(t) = e−d|t|

α
と表せることを示せ．

Exercise 16.3. Theorem 16.4の後半を示せ．
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17 極値分布

{Xm : m ∈ N}を i.i.d. r.v.’sとして，max1≤m≤nXmの，適当に正規化した後での，極限
分布を考える．次の定理はそのような極限分布は 3種類しかないことを示している．d.f.’s

F,Gに対して，ある α > 0, β ∈ Rが存在して，

G(x) = F (αx+ β), ∀x ∈ R

となるとき，F とGは同じタイプをもつと言うのであった．

Theorem 17.1 (Fischer-Tippett-Gnedenko). {Xm}を i.i.d. r.v.’sとする．このとき，あ
る数列 an > 0, bn ∈ Rが存在して，(max1≤m≤nXm − bn)/anが非退化な分布Gに分布収
束するならば，Gは次の 3つの分布のどれかと同じタイプである．

(i) Φα(x) =

0 if x < 0

e−x
−α

if x ≥ 0
, α > 0.

(ii) Ψα(x) =

e−(−x)α if x < 0

1 if x ≥ 0
, α > 0.

(iii) Λ(x) = e−e
−x
, x ∈ R.

(i)–(iii)の分布を総称して極値分布 (extreme value distribution)と呼ぶ．個別には，Φα

は Fréchet分布，ΨαはWeibull分布，ΛはGumbel分布と呼ばれる．

Proof. t ∈ Rに対して，⌊t⌋を tの整数部分とする．X1の d.f.を F とおくと，

P (( max
1≤m≤n

Xm − bn)/an ≤ x) = P ( max
1≤m≤n

Xm ≤ anx+ bn) = Fn(anx+ bn)
w→ G(x)

となるから，t > 0に対して，

F ⌊nt⌋(a⌊nt⌋x+ b⌊nt⌋)
w→ G(x),

F ⌊nt⌋(anx+ bn) = {Fn(anx+ bn)}⌊nt⌋/n w→ Gt(x).

タイプ収束定理より，∃α(t) > 0, ∃β(t) ∈ R s.t.

lim
n
an/a⌊nt⌋ = α(t), lim

n
(bn − b⌊nt⌋)/a⌊nt⌋ = β(t), Gt(x) = G(α(t)x+ β(t)).

t 7→ α(t), t 7→ β(t)は可測である．t, s > 0とすると，

Gts(x) = G(α(ts)x+ β(ts)),

Gts(x) = {Gs(x)}t = {G(α(s)x+ β(s))}t

= G(α(t){α(s)x+ β(s)} + β(t))

= G(α(t)α(s)x+ α(t)β(s) + β(t)).
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Lemma 17.1. Gを非退化な d.f.とし，a > 0, c > 0, b, d ∈ Rとする．このとき，

G(ax+ b) = G(cx+ d), ∀x ∈ R

なら，a = c, b = d.

Proof of Lemma 17.1. H1(x) = G(ax + b),H2(x) = G(cx + d) とおくと，H−1
1 (p) =

aG−1(p) + b,H−1
2 (p) = cG−1(p) + d. H−1

1 = H−1
2 だから，

(a− c)G−1(p) + (b− d) = 0.

Gは非退化だから，∃p1, p2 ∈ (0, 1) s.t. G−1(p1) ̸= G−1(p2). よって，a = c, b = d.

定理の証明に戻ると，

α(ts) = α(t)α(s)︸ ︷︷ ︸
(∗)

, β(ts) = α(t)β(s) + β(t) = α(s)β(t) + β(s), t, s > 0.

(∗)はHamel方程式と呼ばれる．次の事実を認める．(∗)をみたす非負可測関数は

α(t) = t−θ, θ ∈ R

なる形の関数のみである．次の 3つのケースを考える．Case 1: θ = 0, Case 2: θ > 0,

Case 3: θ < 0.

Case 1. θ = 0. このとき，α(t) = 1であるから，

β(ts) = β(s) + β(t), i.e., eβ(ts) = eβ(s)eβ(t).

これはHamel方程式だから，∃c ∈ R s.t.

eβ(t) = t−c, i.e., β(t) = −c log t.

このとき，
Gt(x) = G(x− c log t) (∗∗)

となる．ここで，仮に c = 0なら，G(x) < 1のとき，G(x) = Gt(x) → 0 (t → ∞)とな
る．これはG(x) ∈ {0, 1} (∀x ∈ R)を意味するが，Gは非退化であったから，c ̸= 0であ
る．また，t 7→ Gt(x)は非増加だから，c > 0である. 次に，仮に ∃x0 ∈ R s.t. G(x0) = 1

なら，1 = G(x0 − c log t) (∀t > 0), i.e., G(u) = 1 (∀u ∈ R)となるが，これはGが d.f.で
あることに反する．従って，G(x) < 1 (∀x ∈ R). 同様に，G(y) > 0 (∀y ∈ R).

いま，(∗∗)に x = 0を代入して，Gt(0) = G(−c log t)を得る．そこで，u = −c log tと
変数変換して，e−e

−p
= G(0) ∈ (0, 1)とおくと，

G(u) = e−te
−p

= e−e
−c−1u−p

= Λ(c−1u+ p)
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となる．従って，このとき，Gは Λと同じタイプをもつ．
Case 2. θ > 0.

α(t)β(s) + β(t) = α(s)β(t) + β(s)

であるから，s ̸= 1, t ̸= 1に対して，

β(s)

1 − α(s)
=

β(t)

1 − α(t)
, i.e.,

β(t)

1 − α(t)
= c. (say)

このとき，t ̸= 1に対して，β(t) = c(1−α(t)) = c(1− t−θ)となるから，Gt(x) = G(t−θx+

c(1−t−θ)) = G(t−θ(x−c)+c). 変数変換をして，Gt(x+c) = G(t−θx+c). H(x) = G(x+c)

とおく．いま，Ht(x) = H(t−θx), t ̸= 1 であるから，x = 0を代入して，Ht(0) = H(0),

i.e., H(0) ∈ {0, 1}．仮にH(0) = 1だと Gの非退化性より，∃x < 0 s.t. H(x) < 1であ
り，この xに対して，t 7→ Ht(x)は狭義単調減少であるが，t 7→ H(t−θx)は非減少である
から，矛盾が生じる．よって，H(0) = 0.

次に，Ht(1) = H(t−θ)より，t→ ∞とすると，Ht(1) → 0となる．よって，H(1) < 1

である. 仮にH(1) = 0なら，H(t−θ) = 0となるが，このときH ≡ 0となって，矛盾が生
じる．よって，H(1) ∈ (0, 1). そこで，α = θ−1, H(1) = e−p

−α
, u = t−θとおくと，

H(u) = Ht(1) = e−p
−αt = e−(pu)−α

= Φα(pu).

従って，このとき，Gは Φαと同じタイプをもつ．
Case 3. θ < 0. Case 2と同様．このとき，GはΨαと同じタイプをもつ．

X1, X2, · · · ∼ F i.i.d., Mn = max1≤m≤nXm とし，ある an > 0, bn に対して，(Mn −
bn)/an

d→ Gとなるとき，F はGの吸引域 (domain of attraction)に属すると言う．Gは
非退化なら極値分布のいずれかと同じタイプをもつ．F が極値分布のそれぞれの吸引域に
属するための必要十分条件については，Resnick (1987, Chapter 1)を参照せよ．ここで
は，N(0, 1)がGumbel分布の吸引域に属することを示す．

Theorem 17.2. X1, X2, · · · ∼ N(0, 1) i.i.d.とし，Mn = max1≤m≤nXm とおく．この
とき，

an = (2 log n)−1/2, bn = (2 log n)1/2 − 1

2
(2 log n)−1/2(log log n+ log 4π)

に対して，(Mn − bn)/an
d→ Λ.

証明は次の補題による．

Lemma 17.2. X1, X2, · · · ∼ F i.i.d.とする．与えらえた定数 τ ≥ 0と数列 unに対して，

n(1 − F (un)) → τ ⇔ P (Mn ≤ un) → e−τ .
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Proof. ⇒.

P (Mn ≤ un) = Fn(un) = {1 − (1 − F (un))}n = (1 − τ/n+ o(n−1))n → e−τ .

⇐.

n log{1 − (1 − F (un))} = logP (Mn ≤ un) → −τ.

1 − F (un) → 0だから，左辺= −n(1 − F (un))(1 + o(1))より，n(1 − F (un)) → τ .

Proof of Theorem 17.2. N(0, 1)の密度関数と d.f.をそれぞれ ϕと Φとおく．すなわち，

ϕ(x) =
1√
2π
e−x

2/2, Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(y)dy.

unを n(1 − Φ(un)) = e−xにより定義すれば，P (Mn ≤ un) → Λ(x). unを評価していく．
1 − Φ(u) ∼ ϕ(u)/u (u → ∞)より，n−1e−xun/ϕ(un) → 1. 両辺の対数をとって整理す
ると，

− log n− x+ log un +
1

2
log 2π +

u2n
2

→ 0.

un → ∞, u2n/(2 log n) → 1だから，2 log un − log 2 − log log n→ 0, i.e.,

log un =
1

2
(log 2 + log log n) + o(1).

この評価を使うと，

u2n = 2 log n+ 2x− log 2 − log log n− log 2π + o(1).

これを書き直すと，

u2n = (2 log n)

{
1 +

x− 1
2 log 4π − 1

2 log log n

logn
+ o((log n)−1)

}
.

√
x = 1 + x/2 +O(x2) (x→ 0)なる評価を使うと，

un = (2 log n)1/2

{
1 +

x− 1
2 log 4π − 1

2 log log n

2 log n
+ o((log n)−1)

}
= anx+ bn + o(an).

従って，
P ((Mn − bn)/an ≤ x+ o(1)) = P (Mn ≤ un) → Λ(x).
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Remark 17.1. 極値分布は稀にしか起こらない事象の統計解析において現れる (Coles,

2001)．また，未知関数の信頼バンドをカーネル推定量を使って構成するときに，正規化し
たカーネル推定量の最大値分布を近似する必要があるが，その最大値の極限分布にGumbel

分布が現れる (Bickel and Rosenblatt, 1973)．極値理論の教科書として，既に紹介した
Resnick (1987)の他に，Leadbetter et al. (1983)を挙げておく．この 2つの本はカバーし
ている範囲がかなり異なる．Leadbetter et al. (1983)は連続時間定常ガウス過程の最大値
に対する極限定理を扱っている．この種の結果は Bickel-Rosenblattタイプの結果を導く
ときに重要な役割を果たす．
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18 多次元CLT

弱収束の定義を距離空間上の測度に拡張する．(S, d)を距離空間とし，S をその Borel

σ-fieldとする．S上の連続関数は S 可測である．(S,S)上の p.m.’s µn, µに対して，

lim
n

∫
gdµn =

∫
gdµ, ∀g ∈ Cb(S) := {f : f : S → R, f は有界連続 }

が成り立つとき，µnは µに弱収束すると言う．µn
w→ µと書く．S-valued r.v.’s X,Xnに

対して，L(Xn)
w→ L(X)のとき，XnはX に分布収束すると言う．Xn

d→ X と書く．
µnの弱収束極限が一意なことは，次の補題からわかる．

Lemma 18.1. (S,S) 上の p.m.’s µ, ν が
∫
gdµ =

∫
gdν (∀g ∈ Cb(S)) をみたすなら，

µ = ν.

Proof. F ⊂ Sを閉集合とする．

η(t) =


1 if t < 0

1 − t if 0 ≤ t ≤ 1

0 if t > 1

とおいて，ε > 0に対して，gε(x) = η(ε−1d(x, F ))とおくと (d(x, F ) = infy∈F d(x, y);

F = ∅のときは，d(x,∅) = +∞と約束しておく)，gε ∈ Cb(S)であり，ε ↓ 0のとき
gε ↓ 1F である．よって，DCTより，

µ(F ) = lim
ε↓0

∫
gεdµ = lim

ε↓0

∫
gεdν = ν(F ).

閉集合全体は πシステムであり，S を生成するので，µ = νを得る．

以下，S = Rkの場合を考える．Rkの標準内積とノルムを

⟨x,y⟩ :=
k∑
j=1

xjyj , |x| := ⟨x,x⟩1/2 =

√√√√ k∑
j=1

x2j , x = (x1, . . . , xk),y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk

と書く．Rk-valued r.v. X = (X1, . . . , Xk)の ch.f. φ(t)を

φ(t) := E[ei⟨t,X⟩], t = (t1, . . . , tk) ∈ Rk

と定義する．φを分布 L(X)の ch.f.とも言う．k = 1のときと同様に，Rk での分布収束
は ch.f.’sの各点収束と同値である．

Theorem 18.1. Xn,XをRk-valued r.v.’s，その ch.f.’sをφn, φとする．このとき，Xn
d→

X ⇔ φn(t) → φ(t) (∀t ∈ Rk).
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Rk においても Prohorovの定理と反転公式が成り立ち，Theorem 18.1はその 2つを経
由して証明することができる．ただし，k = 1のときの繰り返しになるのと，Prohorovの
定理の証明がやや複雑なので (多次元の場合，集合の境界の取り扱いが複雑になる)，ここ
では別の証明を紹介する．
関数 f ∈ L1(Rk,Bk, λk) = L1(λk)の逆 Fourier変換を

f̌(t) :=

∫
ei⟨t,x⟩f(x)dx, t ∈ Rk

と定義する．f̌ は有界連続である．f, g ∈ L1(λk)に対して，|f̌ |, |ǧ| ∈ L1(λk)なら，∫
f(x)ǧ(x)dx =

∫
g(y)

{∫
ei⟨x,y⟩f(x)dx

}
dy =

∫
g(y)f̌(y)dy (∗)

となる．積分順序の交換は Fubiniの定理から保証される．
次に，C(Rk) := {f : f : Rk → R, f は連続 }とし，f ∈ C(Rk)のサポートを

supp(f) := {x ∈ Rk : f(x) ̸= 0}

と定義する．コンパクトサポートをもつ Rk上の連続関数全体を Cc(Rk)とおく：

Cc(Rk) := {f ∈ C(Rk) : supp(f)はコンパクト }.

また，C∞
c (Rk) := C∞(Rk) ∩ Cc(Rk)とおく．ここで，f ∈ C∞

c (Rk)なら，部分積分を繰
り返して，任意の正整数mに対して，|f̌(t)| = O((1 + |t|)−m) (|t| → ∞) となることが示
せる (演習問題)．よって，f ∈ C∞

c (Rk)なら |f̌ | ∈ L1(λk)である．

Theorem 18.1の証明に移る．分布収束Xn
d→ Xの定義はすべての g ∈ Cb(Rk)に対して，

期待値の収束 limnE[g(Xn)] = E[g(X)]が成り立つことだったが，すべての g ∈ C∞
c (Rk)

に対して期待値が収束していれば十分である．

Lemma 18.2. Xn
d→ X ⇔ limnE[g(Xn)] = E[g(X)] (∀g ∈ C∞

c (Rk)).

Proof. ⇒は明らか．⇐を示す．まず，∀g ∈ Cc(Rk), limnE[g(Xn)] = E[g(X)]を示す．
このとき，∀ε > 0, ∃gε ∈ C∞

c (Rk) s.t. ∥gε − g∥u ≤ εだから，

|E[g(Xn)] − E[g(X)]| ≤ 2ε+ |E[gε(Xn)] − E[gε(X)]|.

n→ ∞とすると，右辺第 2項→ 0だから，lim supn |E[g(Xn)] − E[g(X)]| ≤ 2ε.

次に，任意の ε > 0に対して，M > 1を十分大きくとって，P (X ∈ [−M+1,M−1]k) ≥
1 − εとする．η : Rk → [0, 1]を

η(x) =

1 if x ∈ [−M + 1,M − 1]k

0 if x /∈ [−M,M ]k
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なる連続関数とすると，

lim
n
E[η(Xn)] = E[η(X)] ≥ P (X ∈ [−M + 1,M − 1]k) ≥ 1 − ε.

g ∈ Cb(Rk)に対して，

|E[g(Xn)] − E[g(X)]| ≤ |E[g(Xn)η(Xn)] − E[g(Xn)η(X)]|
+ ∥g∥u (E[1 − η(Xn)] + E[1 − η(X)])︸ ︷︷ ︸

≤2ε+o(1)

.

gη ∈ Cc(Rk)だから，n→ ∞として，lim supn |E[g(Xn)] − E[g(X)]| ≤ 2∥g∥uε.

g ∈ C∞
c (Rk)に対して期待値の収束を示せばよいことが分かった．そこで，期待値E[g(X)]

をX の ch.f.を用いて表現することを考える．

Lemma 18.3. X を Rk-valued r.v.とし，その ch.f.を φとする．このとき，任意の g ∈
C∞
c (Rk)に対して，

E[g(X)] =
1

(2π)k

∫
ǧ(t)φ(t)dt.

Proof. N(0, Ik)の密度関数を ϕ(z) = (2π)−k/2e−|z|2/2とおくと，Z ∼ N(0, Ik)に対して，∫
ei⟨t,z⟩ϕ(z)dz = E[ei⟨t,Z⟩] =

k∏
j=1

E[eitjZj ] = e−|t|2/2

となる．従って，x ∈ Rk を任意に固定し，σ > 0に対して，ϕσ(z) = σ−kϕ(z/σ)とおく
と，N(x, σIk)の密度関数は，

ϕσ(y − x) =
1

(2πσ)k

∫
exp{i⟨(y − x)/σ,z⟩ − |z|2/2}dz

=
1

(2π)k

∫
ei⟨y,z⟩ {e−i⟨x,z⟩−σ2|z|2/2}︸ ︷︷ ︸

=h(z)

dz =
ȟ(y)

(2π)k

と表すことができる．この表現と (∗)より，

(2π)kE[g(x + σZ)] = (2π)k
∫
g(y)ϕσ(y − x)dy =

∫
g(y)ȟ(y)dy

=

∫
ǧ(t)h(t)dt =

∫
e−σ

2|t|2/2{ǧ(t)e−i⟨t,x⟩}dt

を得る．ここで，σ → 0とすると，DCTより，反転公式

g(x) =
1

(2π)k

∫
ǧ(t)e−i⟨t,x⟩dt

を得る．補題の結論は xにX を代入して期待値をとることにより従う．
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Theorem 18.1の証明は，上の 2つの補題から明らかである．Theorem 18.1から次の 2

つの系が直ちに従う．

Corollary 18.1. X,Y を Rk-valued r.v.’sとし, その ch.f.’sを φ,ψ とする．このとき，
X

d
= Y ⇔ φ(t) = ψ(t) (∀t ∈ Rk).

Corollary 18.2 (Cramér-Wold device). Xn
d→ X ⇔ ⟨t,Xn⟩

d→ ⟨t,X⟩ (∀t ∈ Rk).

Cramér-Wold deviceと 1次元の場合の CLTより，多次元 CLTを得る．

Theorem 18.2. {Xm}を i.i.d. Rk-valued r.v.’sであって，E[X1] = 0, (E[X1jX1ℓ])1≤j,ℓ≤k =

(σj,k)1≤j,ℓ≤k = Σとする．このとき，
√
n
∑n

m=1Xm
d→ N(0,Σ).

Remark 18.1. 多次元のCLTを証明するだけなら，LindebergのCLTの証明を修正する
だけで十分であり，それは多変数の微積分の範囲でできる．しかし，多次元の分布収束の
問題は 1次元の分布収束の問題に落とすことができるという事実 (Cramér-Wold device)

をちゃんとカバーしたかったので，本節をこのような構成にした．

演習問題

Exercise 18.1. (X,Y ), (Xn, Yn), n = 1, 2, . . . を R2-valued r.v.’s とする．このとき，

(Xn, Yn)
d→ (X,Y ) となるためには，あらゆる有界連続関数 g, h : R → R に対して，

limnE[g(Xn)h(Yn)] = E[g(X)h(Y )]となることが必要十分であることを示せ．

Exercise 18.2. (Xn, Yn), n = 1, 2, . . . を R2-valued r.v.’sとし，(Xn, Yn)
d→ (X,Y )と

する．さらに，Yn の分布は n に依存しないとする．このとき，あらゆる有界可測関数
g : R → Rに対して，(Xn, g(Yn))

d→ (X, g(Y ))となることを示せ．

Exercise 18.3. f ∈ C∞
c (Rk)なら，任意の正整数mに対して，|f̌(t)| = O((1+|t|)−m) (|t| →

∞)となることを示せ．

Exercise 18.4. X = (X1, . . . , Xk),Y = (Y1, . . . , Yk) を Rk-valued r.v.’s とし，ある
M > 0が存在して，P (X ∈ [−M,M ]k) = P (Y ∈ [−M,M ]k) = 1とする．いま，任意の

非負整数 α1, . . . , αkに対して，E[
∏k
j=1X

αj

j ] = E[
∏k
j=1 Y

αj

j ] であれば，X
d
= Y となるこ

とを示せ．
ヒント：Theorem 14.3を用いて，∀t ∈ Rk に対して ⟨t,X⟩ d

= ⟨t,Y ⟩を示す．または
Stone-Weierstrassの定理を使う．

Exercise 18.5. (S,S)上のp.m.’s {µn}が一様にタイトであるとは，任意のε > 0に対して，
µn(K) > 1−ε (∀n)なるコンパクト集合Kが存在することを言う．Xn = (Xn,1, . . . , Xn,k)

を Rk-valued r.v.’sとすると，{L(Xn) : n ∈ N}が一様にタイトなことと，各 j に対して
{L(Xn,j) : n ∈ N}が一様にタイトなことは同値であることを示せ．
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Exercise 18.6. f ∈ Cc(Rk)とする．η ∈ C∞
c (Rk)を η ≥ 0,

∫
η(x)dx = 1をみたす関数

とする．ηε(x) = ε−kη(ε−1x), ε > 0, fε(x) =
∫
ηε(x− y)f(y)dyと定義する．(a) ηの例

を挙げよ．(b) fε ∈ C∞
c (Rk)を示せ． (c) ∥fε − f∥u → 0 (ε ↓ 0)を示せ．
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Part IV. マルチンゲール

本パートは条件付き期待値を定義したあと，離散時間のマルチンゲールを考察する．マ
ルチンゲールの重要性は強調してもしすぎることはないが，例えば，確率積分や確率微分
方程式を包括する確率解析はマルチンゲールに立脚している．従って，将来的にそういっ
た分野を勉強することを考えているならば，マルチンゲールの理解は不可欠である．ま
た，マルチンゲールは確率不等式を導く強力なテクニックを与える．本パートに関しては，
Williams (1991)がよい副読本となると思う．また，Neveu (1975)は離散時間のマルチン
ゲールに特化した教科書であり，多くの応用例をカバーしている．

19 条件付き期待値

(Ω,F , P )を確率空間とし，Gを F の sub σ-fieldとする．X ∈ L1に対して，

E[X,A] :=

∫
A
XdP, A ∈ F

と定義する．r.v. Y が G可測，i.e., Y −1(B) ∈ G (∀B ∈ B)をみたすとき，Y ∈ Gと書く．
X ∈ L1 に対して，G を与えたときの X の条件付き期待値 (conditional expectation)

E[X | G]を，

(i) Y ∈ G,

(ii) Y ∈ L1,

(iii) ∀A ∈ G, E[X,A] = E[Y,A]

をみたす任意の r.v. Y と定義する．E[X | G] := Y . (i)–(iii)をみたす任意の Y をE[X | G]

のバージョン (version)と呼ぶ．まず，E[X | G]の一意性を確認する．

Lemma 19.1 (一意性). (i)–(iii)をみたす Y は a.s.に一意である．

Proof. Y ′も (i)–(iii)をみたすなら，

E[Y,A] = E[Y ′, A], ∀A ∈ G.

A = {Y − Y ′ ≥ ε} ∈ Gとおくと，

0 = E[X −X,A] = E[Y − Y ′, A] ≥ εP (A)

であるから，P (A) = 0. εは任意なので，Y ≤ Y ′ a.s. Y と Y ′ の役割を入れ替えて，
Y = Y ′ a.s.を得る．
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E[X | G]は a.s.にしか一意に決まらないので，Y = E[X | G] a.s.などと書くべきであ
るが，記号が煩雑になるので，多くの場合，a.s.は省略する．
E[X | G] の存在を示すために，Random-Nikodym の定理を用いる．可測空間 (S,S)

上の測度 µ, ν に対して，ν が µに対して絶対連続 (absolutely continuous)であるとは，
µ(A) = 0, A ∈ S なら ν(A) = 0となることを言う. ν ≪ µと書く．

Theorem 19.1 (Radon-Nikodym). νを有限測度，µを σ-finiteな測度とし，ν ≪ µとす
る．このとき，ある f ∈ L1(S,S, µ)が存在して，

ν(A) =

∫
A
fdµ, ∀A ∈ S

と表せる．さらに，そのような f は µ-a.e.に一意である．f = dν/dµと書く．

Remark 19.1. f = dν/dµのことをRadon-Nikodym微分，または νの µに関する密度
(density)と呼ぶ．逆に，Radon-Nikodym微分が存在すれば，ν ≪ µとなるのは明らかで
ある．以前，d.f. F が絶対連続であることを，密度の存在により定義したが，これは d.f.

に対応する分布が Lebesgue測度に関して絶対連続であることと同値である．

ここでは，Hilbert空間におけるRieszの表現定理を用いた証明を紹介する．別の方針の
証明は，Durrett (2010, Appendix)を参照せよ．まず，Rieszの定理を述べる．完備な内
積空間のことをHilbert空間と呼ぶのであった．

Theorem 19.2 (Rieszの表現定理). F を実Hilbert空間 (H, ⟨·, ·⟩)上の連続線形汎関数と
すると，一意な h ∈ H が存在して，F (x) = ⟨x, h⟩ (∀x ∈ H)と表せる．

念のためにRieszの表現定理の証明を載せておく．Rieszの表現定理は複素Hilbert空間
でも成り立つが，ここでは簡単のために実 Hilbert空間のみ扱う．(H, ⟨·, ·⟩)を実 Hilbert

空間とし，∥ · ∥をそのノルムとする：∥x∥ = ⟨x, x⟩1/2, x ∈ H. H に対しては，中線定理
(parallelogram law)

∥x＋ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2, x, y ∈ H

が成り立つ (ノルムを内積で展開すればよい)．まず次の射影定理を証明する．

Theorem 19.3 (射影定理). V をH の閉部分空間とし，x ∈ H を givenとする．

(i) V ∋ z 7→ ∥x − z∥を最小化する一意なベクトル y ∈ V が存在する：∥x − y∥ =

minz∈V ∥x− z∥. yを xの V への正射影 (orthogonal projection)と呼ぶ．

(ii) y ∈ V が xの V への正射影であるためには，⟨z, x− y⟩ = 0 (∀z ∈ V )となることが
必要十分である．
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Proof. (i). 最小化解の存在を示す．D = infz∈V ∥x−z∥とおくと，0 ≤ D <∞である．ここ
で，∥x−yn∥ → Dとなる列yn ∈ V をとると，(ym+yn)/2 ∈ V より，∥x−(ym+yn)/2∥ ≥ D

である．このとき，中線定理より，∥∥∥∥x− ym + yn
2

∥∥∥∥2︸ ︷︷ ︸
≥D2

+
1

4
∥ym − yn∥2 =

1

2
(∥x− yn∥2 + ∥x− ym∥2)

となるが，m,n → ∞のとき，右辺→ D2となるから，∥ym − yn∥ → 0となる．ゆえに
{yn}はCauchy列なので，Hの完備性と V が閉であることから，ある y ∈ V が存在して，
yn → yとなる．写像 z 7→ ∥x− z∥は連続なので，∥x− y∥ = Dを得る．
次に一意性を示す．y′をもう 1つの最小化解とし，y′′ = (y+ y′)/2 ∈ V とおくと，中線

定理より，

∥x− y′′∥2 +
1

4
∥y − y′∥2 =

1

2
(∥x− y∥2 + ∥x− y′∥2) = D2

となるが，左辺は右辺より厳密に小さくはならないので，y = y′でなくてならない．
(ii). y を x の V への正射影とする．z ∈ V を任意にとると，θ ∈ (0, 1) に対して，

∥x− {θz + (1 − θ)y}∥ ≥ ∥x− y∥であり，両辺の平方をとって整理して，

−2⟨z − y, x− y⟩ + θ∥z − y∥2 ≥ 0

を得る．θ → 0として，⟨z− y, x− y⟩ ≤ 0となるが，z ∈ V は任意であり V は部分空間で
あるから，⟨z, x− y⟩ = 0 (∀z ∈ V )を得る．
逆に，y ∈ V が ⟨z, x − y⟩ = 0 (∀z ∈ V )をみたすなら，あらゆる z ∈ V に対して，

∥x− z∥2 = ∥x− y + y − z∥2 = ∥x− y∥2 + ∥y − z∥2 ≥ ∥x− y∥2となるから，yは xの V

への正射影である．

V をH の閉部分空間，x ∈ H を givenとし，yを xの V への正射影とすると，

x = y + (x− y), y ∈ V, x− y ∈ V ⊥ := {w : ⟨z, w⟩ = 0 ∀z ∈ V }

なる一意な分解が成り立つ．また，ΠV xを xの V への正射影とすると，ΠV は線形であ
り，x ∈ V に対して，ΠV x = xであるから，ΠV は V への全射である．ΠV を V の上への
正射影作用素 (orthogonal projection operator)と呼ぶ．

Proof of Theorem 19.2. 一意性の証明は難しくないので省略する．存在を示す．F ̸≡ 0と
仮定してよい．このとき，V = {x ∈ H : F (x) = 0}とおくと，F は連続線形汎関数で
あったから，V はH の閉部分空間であり，さらに F ̸≡ 0より，V ̸= H である． そこで
y ∈ H \V を 1つとり，yのV への正射影を zとおくと，z ̸= yであり，w = (y−z)/∥y−z∥
とおくと，F (w) ̸= 0である．このとき，任意の x ∈ H に対して，x− F (x)w/F (w) ∈ V

より，wとの内積をとって，0 = ⟨x,w⟩ − F (x)/F (w), i.e., F (x) = ⟨x, F (w)w⟩を得る．
従って，h = F (w)wとすればよい．
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以上でRadon-Nikodymの定理を証明する準備が整った．

Proof of Theorem 19.1. 存在のみ示す．まず，µも有限測度と仮定する．ρ = µ + ν とお
き，ρ-a.e.に等しい関数を同一視すれば，H = L2(S,S, ρ)は内積 ⟨f, g⟩ =

∫
fgdρに関し

て実Hilbert空間になる．ρは有限であるから，L2(ρ) ⊂ L1(ρ) ⊂ L1(ν)である (最後の包
含関係は ν ≤ ρから従う)．また，hn → h in L2(ρ)なら，hn → h in L1(ρ)であり，ν ≤ ρ

より，hn → h in L1(ν)でもあるから，

F : h 7→
∫
hdν, H → R

は連続線形汎関数である．従って，Rieszの定理より，∃g ∈ H s.t.∫
hdν =

∫
ghdρ =

∫
ghd(µ+ ν), ∀h ∈ H

となる．積分を入れ替えて，∫
(1 − g)hdν =

∫
ghdµ, ∀h ∈ H (∗)

を得る．0 ≤ g < 1 µ-a.e.を示す．h = 1{g<0} に対して (∗)を適用して，0 ≤
∫
g<0(1 −

g)dν =
∫
g<0 gdµより，µ({g < 0}) = 0を得る. 同様に，µ({g ≥ 1}) = 0であるから，

B = {0 ≤ g < 1}とおくと，µ(Bc) = 0であり，さらに ν ≪ µより，ν(Bc) = 0を得る.

(∗)は h = 1A, A ∈ S に対して成り立つので，極限操作により任意の非負可測関数 hに対
しても成り立つ．
いま，

f(x) =


g(x)

1−g(x) if x ∈ B

0 if x ∈ Bc

とおいて，A ∈ S に対して，

h(x) =


1A(x)
1−g(x) if x ∈ B

0 if x ∈ Bc

とおくと，

ν(A) = ν(A ∩B) =

∫
(1 − g)hdν =

∫
ghdµ =

∫
A∩B

fdµ =

∫
A
fdµ

を得る．A ∈ S は任意より，µが有限測度の場合に存在が示された．
µが一般に σ-finiteなとき，

∪
nEn = S,En ∈ S, µ(En) <∞ ∀nなる排反な集合列 {En}

が存在する．µn(A) := µ(A ∩ En), νn(A) := ν(A ∩ En), A ∈ S とおけば，各 µnは有限測
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度であり，さらに νn ≪ µnより，fn := dνn/dµnが存在する．そこで，f :=
∑

n fn1En と
おけば，各A ∈ S に対して，MCTより，

ν(A) =
∑
n

ν(A ∩ En) =
∑
n

νn(A) =
∑
n

∫
A
fndµn =

∑
n

∫
A
fn1Endµ =

∫
A
fdµ.

以上より，定理が示された．

Remark 19.2 (Lebesgue分解). (S,S)上の測度 µ, νに対して，ある集合A ∈ Sが存在し
て，µ(A) = ν(Ac) = 0が成り立つとき，µと νは特異 (singular)であると言う．このとき，
µ⊥ν と書く．Radon-Nikodymの定理の証明を少し修正するだけで，次の Lebesgue分解
が示せる．すなわち，µと νを (S,S)上の σ-finiteな測度とすると，次をみたす (S,S)上
の一意な測度 νac, νsが存在する：

ν = νac + νs, νac ≪ µ, νs⊥µ.

この分解を Lebesgue分解と呼び，νac, νsをそれぞれ νの µに関する絶対連続部分，特異
部分と呼ぶ．簡単のために，µと νが有限測度のときに Lebesgue分解を証明してみると，
上の証明において，(∗)までは ν ≪ µでなくても正しくて，また，0 ≤ g < 1 µ-a.e.と
0 ≤ g ≤ 1 ν-a.e.が示せる．そこで，A = {g = 1}とおいて，νac, νsを

νac(E) = ν(E ∩Ac), νs(E) = ν(E ∩A), E ∈ S

と定義すれば，νac, νsは Lebesgue分解を与える．µ, νが一般に σ-finiteである場合と，分
解の一意性は演習問題とする．

E[X | G]の存在を示す．最初にX ≥ 0の場合を考える．

Q(A) = E[X,A] =

∫
A
XdP, A ∈ G

とおくと，Qは (Ω,G)上の有限測度で，Q≪ P |G である. 従って，Radon-Nikodymの定
理より，∃Y ∈ L1(Ω,G, P ) s.t.

E[X,A] = Q(A) =

∫
A
Y dP, ∀A ∈ G

であるから，Y はE[X | G]のバージョンである．
一般の場合は，X = X+−X−と分解して，Y1 = E[X+ | G], Y2 = E[X− | G]とおくと，

Y1 − Y2 ∈ Gで，∀A ∈ Gに対して，

E[X,A] = E[X+, A] − E[X−, A] = E[Y1, A] − E[Y2, A] = E[Y1 − Y2, A].

従って，Y1 − Y2はE[X | G]のバージョンである. これでE[X | G]の存在が示せた．
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Lemma 19.2. (a) X ∈ Gなら，E[X | G] = X. (b) XとGが独立なら，E[X | G] = E[X].

Proof. (a). 明らか．(b). A ∈ G, E[X,A] = E[X1A] = E[X]P (A) = E[E[X], A].

Example 19.1. G = {∅,Ω}なら，X と Gは独立なので，E[X | G] = E[X]である．

次に，A ∈ Fに対して，Gを与えたときのAの条件付き確率 (conditional probability)を

P (A | G) := E[1A | G]

と定義する．また，P (B) > 0なるB ∈ F が与えられたとき，Aの条件付き確率を

P (A | B) :=
P (A ∩B)

P (B)

と定義する．
(S,S)を可測空間とし，X を S-valued r.v.とする．このとき，(R-valued) r.v. Y ∈ L1

に対して，X を与えたときの Y の条件付き期待値を

E[Y | X] := E[Y | σ(X)]

と定義する．E[Y | X]はX の関数で書ける．

Theorem 19.4. (S,S)を可測空間とし，Xを S-valued r.v.とする．このとき，r.v. T ∈
σ(X)に対して，可測関数 g : S → Rが存在して，T = g(X)と書ける．

Proof. T は σ(X)可測な単関数の pointwiseな極限で書ける．一方，A ∈ σ(X)に対し
て，定義より，∃B ∈ S s.t. A = X−1(B)であるから，1A(ω) = 1B(X(ω)). よって，
単関数 gn : S → R が存在して，T (ω) = limn gn(X(ω)) (∀ω ∈ Ω) と表せる. E =

{有限な limn gnが存在する }とおくと，{X ∈ E} = Ωであり，

g(x) =

limn gn(x) if x ∈ E

0 if x ∈ Ec

とおくと，T (ω) = g(X(ω)) (∀ω ∈ Ω).

この定理より，ある可測関数 g : S → Rが存在して，E[Y | X] = g(X)と表せることが
わかる. このとき，

E[Y | X = x] := g(x)

と定義する．E[Y | X = x]は P ◦X−1-a.s.に一意である．X,Y が独立な場合は次の補題
が成り立つ．

Lemma 19.3. (S′,S ′)をもう 1つの可測空間とする．Xを S-valued r.v., Y を S′-valued

r.v.とし，両者は独立とする．また，φ : S×S′ → RをS×S ′可測な関数とし，E[|φ(X,Y )|] <
∞を仮定する．このとき，g(x) = E[φ(x, Y )]とおくと，E[φ(X,Y ) | X] = g(X).
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Proof. g(X) ∈ σ(X)はよい．一方，A ∈ σ(X)に対して，定義より，∃B ∈ S s.t. A =

{X ∈ B}と書ける．L(X) = µ,L(Y ) = νとおくと，X,Y の独立性より，L(X,Y ) = µ×ν
であるから，

E[φ(X,Y ), A] = E[φ(X,Y )1B(X)] =

∫∫
φ(x, y)1B(x)dµ(x)dν(y)

=

∫ {∫
φ(x, y)dν(y)

}
︸ ︷︷ ︸

=g(x)

1B(x)dµ(x) (∵ Fubiniの定理)

=

∫
g(x)1B(x)dµ(x) = E[g(X), A].

条件付き期待値の性質．

Theorem 19.5.

(a) a, b ∈ R, X, Y ∈ L1 ⇒ E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G].

(b) X,Y ∈ L1, X ≤ Y ⇒ E[X | G] ≤ E[Y | G].

(c) 0 ≤ Xn ↑ X, X ∈ L1 ⇒ E[Xn | G] ↑ E[X | G].

(d) Xn ↓ X, X1, X ∈ L1 ⇒ E[Xn | G] ↓ E[X | G].

(e) φ : R → Rが凸関数であり，X,φ(X) ∈ L1なら，φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G].

(f) p ≥ 1に対して，X ∈ Lpなら，E[|E[X | G]|p] ≤ E[|X|p].

(g) X ∈ L1, G1 ⊂ G2, E[X | G2] ∈ G1 ⇒ E[X | G2] = E[X | G1].

(h) X ∈ L1, G1 ⊂ G2 ⇒ E[E[X | G1] | G2] = E[X | G1], E[E[X | G2] | G1] = E[X | G1].

(i) X ∈ G, XY ∈ L1, Y ∈ L1 ⇒ E[XY | G] = XE[Y | G].

Proof. (a). 右辺が左辺のバージョンを与えることを示せばよい．右辺が G 可測なことは
よい．次に，A ∈ Gに対して，∫

A
{aE[X | G] + bE[Y | G]}dP = a

∫
A
E[X | G]dP + b

∫
A
E[Y | G]dP

= a

∫
A
XdP + b

∫
A
Y dP =

∫
A

(aX + bY )dP.

(b). 定義より， ∫
A
E[X | G]dP =

∫
A
XdP ≤

∫
A
Y dP =

∫
A
E[Y | G]dP.
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m ∈ Nに対して，Am = {E[X | G] − E[Y | G] ≥ 1/m}とおくと，左辺 ≥
∫
Am

E[Y |
G]dP + (1/m)P (Am)であるから，P (Am) = 0. よって，P (

∪
mAm) ≤

∑
m P (Am) = 0

であるから，E[X | G] ≤ E[Y | G] a.s.

(c). Yn = E[Xn | G]とおくと，(b)より，a.s.に Ynは非減少であるから，0 ≤ Yn ↑ ∃Y
a.s. ここで，YnはG可測であるから，Y をG可測になるように選べる．また，Y ≤ E[X | G]

より，Y ∈ L1である．このとき，MCTより，A ∈ Gに対して，∫
A
YndP =

∫
A
XndP

↓ ↓∫
A
Y dP =

∫
A
XdP.

従って，Y = E[X | G].

(d). Yn = X1 −Xnとおくと，0 ≤ Yn ↑ X1 −X =: Y . E[Y ] < ∞であるから，(c)よ
り，E[X1 −Xn | G] = E[Yn | G] ↑ E[Y | G] = E[X1 −X | G].

(e). φは凸関数であるから，高々可算個の an, bnが存在して，φ(x) = supn(anx + bn)

と表せる (cf. Corollary 6.1)．ここで，φ(x) ≥ anx+ bnであるから，

E[φ(Xn) | G] ≥ anE[X | G] + bn a.s. (∗∗)

となる．(∗∗)の除外集合をNnとおくと，ω ∈ (
∪
nNn)cに対して，

E[φ(Xn) | G](ω) ≥ sup
n

(anE[X | G](ω) + bn) = φ(E[X | G](ω))

が成り立つ．P (
∪
nNn) = 0より求める結論を得る．

(f). (e)より，|E[X | G]|p ≤ E[|X|p | G]であるから，両辺の期待値をとればよい．
(g). A ∈ G1 ⊂ G2に対して，

E[E[X | G2], A] = E[X,A].

E[X | G2] ∈ G1より，E[X | G2] = E[X | G1].

(h). 最初の等号はE[X | G1]が G2可測なことから従う．次の等号は，A ∈ G1に対して，

E[E[E[X | G2] | G1], A] = E[E[X | G2], A] (∵ E[E[X | G2] | G1]の定義)

= E[X,A] (∵ A ∈ G2とE[X | G2]の定義)

となることから従う．
(i). X,Y ≥ 0と仮定する．X ∈ Gより，G可測な非負単関数列で，↑ Xとなるものが存

在する．よって，(c)より，X = 1A, A ∈ G なる場合を考えればよい．このとき，B ∈ G
に対して，

E[1AE[Y | G], B] = E[E[Y | G], A ∩B] = E[Y,A ∩B] = E[1AY,B]
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であるから，E[1AY | G] = 1AE[Y | G]. 一般のX,Y に対しては，XY = (X+−X−)(Y +−
Y −) = X+Y + −X+Y − −X−Y + +X−Y −なる分解を利用すればよい．

L2射影としての条件付き期待値.

Theorem 19.6. X ∈ L2(Ω,F , P )に対して，E[X | G]は最小化問題

min{E[(X − Y )2] : Y ∈ L2(Ω,G, P )}.

の a.s.な意味での一意な最適解である．

Proof. Y ∈ L2(Ω,G, P )に対して，

E[(X − Y )2] = E[(X − E[X | G] + E[X | G] − Y )2]

= E[(X − E[X | G])2] + 2E[(X − E[X | G])(E[X | G] − Y )] + E[(E[X | G] − Y )2].

E[X | G] − Y ∈ Gより，

E[(X − E[X | G])(E[X | G] − Y ) | G] = (E[X | G] − Y )E[(X − E[X | G]) | G] = 0.

従って，

E[(X − Y )2] = E[(X − E[X | G])2] + E[(E[X | G] − Y )2]

≥ E[(X − E[X | G])2]

であり，等号が成立するのは，Y = E[X | G] a.s.のときのみである．

Remark 19.3. a.s.に等しい r.v.’sを同一視すれば，H = L2(Ω,F , P )は内積 ⟨X,Y ⟩ =

E[XY ]に関してHilbert空間であり，V = L2(Ω,G, P )はHの閉部分空間である．Theorem

19.6は，X ∈ H に対して，条件付き期待値 E[X | G]がX の V への正射影として特徴づ
けられることを示している．すなわち，

E[X | G] = ΠVX, X ∈ H

である．特に，Y ∈ V に対して，

Y = E[X | G] ⇔ E[Z(X − Y )] = 0, ∀Z ∈ V

である．逆に，X ∈ H に対して E[X | G]を V へ正射影として定義し，あとは極限操作
によってX ∈ L1に対して条件付き期待値の定義を与える方法もある．また，この条件付
き期待値の定義から出発して，Radon-Nikodymの定理を証明することもできる．詳細は，
Williams (1991)を参照せよ．
なお，与えられたX1, . . . , Xn ∈ H に対して，W をX1, . . . , Xnの 1次結合からなる部

分空間とすると，特殊な場合を除いて，

ΠW ̸= E[ · | σ(X1, . . . , Xn)]

である．Y ∈ Hに対して，ΠWY はX1, . . . , Xnの 1次結合であるが，E[Y | σ(X1, . . . , Xn)]

はX1, . . . , Xnの非線形関数でもよいところが違いである．
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分布関数の分解．F が劣分布関数 (sub distribution function, s.d.f.)であるとは，F が
右連続かつ非減少であって，F (−∞) = 0, F (∞) ≤ 1をみたすことを言う．F (∞) = 1の
とき，F は d.f.である．F に対応する Lebesgue-Stieltjes測度を µとおく．また，λを R
上の Lebesgue測度とする．F が絶対連続であるとは，ある非負可測関数 f : R → R+が存
在して，F (x) =

∫ x
−∞ f(y)dyと表せることを言う．これは µ≪ λと同値である．また，F

が離散的 (discrete)であるとは，ある可算集合 {aj} ⊂ Rと bj > 0,
∑

j bj ≤ 1なる {bj}が
存在して，F (x) =

∑
j:aj≤x bj と表せることを言う．このとき，µ =

∑
j bjδaj であるから，

µ⊥λである．F が特異連続 (singular continuos)であるとは，F が連続であって，µ⊥λと
なることを言う．例えば，Cantor分布の d.f.は特異連続である．
あらゆる d.f.は絶対連続，特異連続，離散劣分布関数の和として表せることを示そう．

F を d.f.とし，対応する p.m.を µとおく．µの λに関する Lebesgue分解を

µ = µac + µs, µac ≪ λ, µs⊥λ

とおく．Gac(x) = µac((−∞, x]), Gs(x) = µs((−∞, x])とおく．Gacは絶対連続である．Gs
の不連続点の全体を {aj}とし，bj = G(aj) −G(aj−)とおく．Gd =

∑
j:aj≤x bj と定義す

ると，Gdは離散的である．さらに，Gsc = Gs − Gdと定義すると，Gscは特異連続であ
る．よって，F は

F = Gac +Gsc +Gd

と分解できる．さらに，この分解は一意である．まず，Lebesgue分解の一意性より，F =

Gac +Gsの分解の一意性が従う．Gs = Gsc +Gdの分解の一意性は明らかであろう．この
とき，Gac, Gsc, Gdをそれぞれ F の絶対連続部分，特異連続部分，離散部分と呼ぶ．

演習問題

Exercise 19.1. (Ω,F)上の p.m.’sの族 {Pn : n ∈ N}に対して，Pn ≪ µ (∀n ∈ N)とな
る (Ω,F)上の p.m. µが存在することを示せ．

Exercise 19.2. Radon-Nikodymの定理は µが σ-finiteでないと成り立たない．例えば，
S = Rとし，S = {A ⊂ R : A or Acは可算集合 }とおいて，(S,S)上に次の 2つの測度を
考える：

µ(A) =

Card(A) Aが有限集合のとき

+∞ Aが無限集合のとき
, ν(A) =

0 Aが可算集合のとき

1 Acが可算集合のとき
.

S が σ-fieldとなることと，µと ν が (S,S)上の測度となることは認めてよい．このとき，
ν ≪ µであるが，

ν(A) =

∫
A
fdµ, ∀A ∈ S

をみたす f ∈ L1(S,S, µ)は存在しないことを示せ．
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Exercise 19.3. (S,S)を可測空間とする．

(a) µ, ν, ρを (S,S)上の有限測度とし，ν ≪ µと µ ≪ ρとする．このとき，ν ≪ ρで
あり，

dν

dρ
=
dν

dµ

dµ

dρ
ρ-a.e.

となることを示せ．

(b) µ, ν を (S,S)上の有限測度とし，µ ≪ ν かつ ν ≪ µとする．このとき，dµ/dν は
µ-a.e.に正であり，

dν

dµ
=

(
dµ

dν

)−1

µ-a.e.

となることを示せ．

Exercise 19.4. x ∈ Rに対して，δxを xの 1点分布とする．

(a) δx ≪ µ (∀x ∈ R)となる (R,B)上の σ-finiteな測度 µは存在しないことを示せ．

(b) (a)において σ-finiteという条件を外すとどうか．

Exercise 19.5. Lebesgue分解を証明せよ．すなわち，µと νを (S,S)上の σ-finiteな測
度とすると，次をみたす (S,S)上の一意な測度 νac, νsが存在することを示せ：

ν = νac + νs, νac ≪ µ, νs⊥µ.

Exercise 19.6. X,Y を同じ分布に従う独立な r.v.’sとし，X,Y ∈ L1とする．このとき，
E[X | X + Y ]を求めよ．

Exercise 19.7. X,Y ∈ L1が E[X | Y ] = Y,E[Y | X] = X をみたすなら，X = Y a.s.

であることを示せ．

Exercise 19.8. X,Y, Y ′ を r.v.’sとすると，(X,Y )
d
= (X,Y ′)であるためには，P (Y ∈

B | X) = P (Y ′ ∈ B | X) a.s. ∀B ∈ Bであることが必要十分であることを示せ．

射影定理とRieszの表現定理に関連して，L2における弱収束を考察しよう．以下，L2 =

L2(Ω,F , P )とし，X,Xn ∈ L2 に対して，Xn がX に L2 において弱収束するとは，L2

上のあらゆる連続線形汎関数 φに対して，φ(Xn) → φ(X)となることを言う．このとき，
Xn → X weakly in L2と書く．Rieszの表現定理より，これは，任意の Y ∈ L2に対して，
E[Y Xn] → E[Y X]となることと同値である．Xn → X,Xn → X ′ weakly in L2であれば，
E[Y X] = E[Y X ′] (∀Y ∈ L2)であるから，Y = X − X ′ とおいて，E[(X − X ′)2] = 0，
よって，X = X ′ a.s.を得る．すなわち，L2の弱収束極限は存在すれば一意である．また，
Xn → X in L2なら，Xn → X weakly in L2である．逆は成り立たない．
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Exercise 19.9. {Xm}を独立な r.v.’sとし，E[Xm] = 0, E[X2
m] = 1 (∀m)とする．この

とき，Xn → 0 weakly in L2を示せ．
ヒント：Y ∈ L2に対して，E[Y 2] ≥

∑n
m=1(E[Y Xm])2を示せ．

Exercise 19.10. Xn → X weakly in L2 なら，E[X2] ≤ lim infnE[X2
n]となることを

示せ．

また，L2の弱収束列は L2有界である．これは関数解析における Banach-Steinhausの
定理 (一様有界性原理)から直ちに従う．

Exercise 19.11. {Xm} を i.i.d. r.v.’s とし，E[Xm] = 0, E[X2
m] = 1 とする．Šn =

n−1/2
∑n

m=1Xmとおく．

(a) Šn → 0 weakly in L2を示せ．

(b) Šnは確率収束しないことを示せ．

以前にも注意したように，L2空間はほとんどの場合，無限次元であり，L2においては
有界閉集合であることとコンパクト集合であることは同値でない．特に，r.v.’sがL2有界
だからといって，L2収束する部分列をもつとは限らない．しかし，L2有界な r.v.’sは L2

において弱収束する部分列をもつ．

Exercise 19.12 (Banach-Alaogluの定理の特殊ケース). {Xn}をL2有界な r.v.’sとする．
このとき，{Xn}は L2において弱収束する部分列をもつことを示せ．
ヒント：対角線論法より，{n}の適当な部分列 {n(k)}が存在して，∀mに対して，有限

な limk E[XmXn(k)]が存在する．このとき，あらゆる Y ∈ L2に対して，有限な F (Y ) :=

limk E[Y Xn(k)]が存在する．あとはRieszの表現定理を使え．

次のDunford-Pettisの定理は一様可積分性の興味深い特徴づけを与える．

Exercise 19.13 (Dunford-Pettis). {Xn : n ∈ N} ⊂ L1とする．このとき，{Xn}が一様
可積分であるためには，ある部分列 {Xn(m)}と r.v. X ∈ L1が存在して，あらゆるY ∈ L∞

に対して，E[Y Xn(m)] → E[Y X]となることが必要十分であることを示せ．
必要性の証明のヒント：Xn,k = Xn1{|Xn|≤k}とおくと，{Xn,k : n ∈ N}は L2有界であ

るから，Banach-Alaogluの定理と対角線論法より，{n}の適当な部分列 {n(m)}が存在し
て，∀kに対して，Xn(m),k → Yk weakly in L2 (m → ∞)となる．{Yk}は L1の Cauchy

列である．その極限をX とせよ．

Remark 19.4. すなわち，{Xn} ⊂ L1が一様可積分であるためには，それがL1の弱位相
に関して相対点列コンパクトであることが必要十分である．Eberlein-Šmulianの定理より，
Banach空間に対しては，弱コンパクト性と弱点列コンパクト性は同値なので，Dunford-

Pettisの定理は，一様可積分性と L1における弱相対コンパクト性が同値であることを述
べている．
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ちょっと寄り道となるが，一様可積分性に関連して，次のKomlósの補題を証明しよう．

Exercise 19.14 (Komlósの補題). 本問の目標は次のKomlósの補題の証明である：一様
可積分な r.v.’s {Xn : n ∈ N}に対して，Yn ∈ conv{Xn, Xn+1, . . . }, n ∈ Nを L1収束する
ように選ぶことができる．ただし，conv{Xn, Xn+1, . . . }はXn, Xn+1, . . . の有限凸結合の
全体である．この命題を以下のステップに従い証明せよ．cf. Beiglbock et al. (2012).

(a) {Xn}が L2有界なら，Yn ∈ conv{Xn, Xn+1, . . . }, n ∈ Nを L2収束するように選ぶ
ことができることを示せ．

ヒント：A = supn inf{∥Y ∥2 : Y ∈ conv{Xn, Xn+1, . . . }} とおいたとき，Yn ∈
conv{Xn, Xn+1, . . . }を ∥Yn∥2 ≤ A + 1/n & ∥Yn∥2 ↑ Aとなるように選べる．こ
のとき，{Yn}が L2の Cauchy列であることを示せ．

(b) Komlósの補題を示せ．

ヒント：Xn,k = Xn1{|Xn|≤k}とおくと，(a)と対角線論法より，各 nに対して，正
整数Nnと αn,n + · · · + αn,Nn = 1なる αn,n, . . . , αn,Nn ∈ R+を，{αn,nXn,k + · · · +

αn,NnXNn,k : n ∈ N}がすべての kに対して L2収束するように選べる．このとき，
{Xn}の一様可積分性より，{αn,nXn + · · ·+αn,NnXNn : n ∈ N}がL1のCauchy列
であることを示せ．

じつはKomlós (1967)はもっと強いことを証明している．その証明は省略するが，次の
形のKomlósの補題はなぜだか数理ファイナンスと関連があるそうである 12．

Theorem 19.7 (Komlós (1967)). L1有界な r.v.’s {Xn}に対して，ある部分列 {Xnk
}が

存在して，N−1
∑N

k=1Xnk
がN → ∞のとき L1収束する．

12ちなみに，Komlósの補題は尾張圭太氏に教えてもらった．どうもありがとうございます．
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20 正則条件付き分布とKolmogorovの拡張定理

(S,S)を可測空間とし，X を S-valued r.v.とする．写像 µ : Ω × S → [0, 1]が Gを与え
たときのX の正則条件付き分布 (regular conditional distribution, r.c.d.)であるとは，

(i) A ∈ S を任意に固定すると，ω 7→ µ(ω,A)が P (X ∈ A | G)のバージョンであり，

(ii) ω ∈ Ωを任意に固定すると，A 7→ µ(ω,A)が (S,S)上の p.m.

となることを言う．Ω = S,X(ω) = ωのとき，µを正則条件付き確率 (regular conditional

probability, r.c.p.)と呼ぶ．
r.c.d.が存在するとき，条件付き期待値は r.c.d.に関する期待値に帰着する．

Lemma 20.1 (Durrett 3.1.14). G を与えたときのX の r.c.d. (ω,A) 7→ µ(ω,A)が存在
するとする．f : S → RをE[|f(X)|] <∞なる可測関数とすると，

E[f(X) | G](ω) =

∫
f(x)µ(ω, dx) a.s.

一般の S-valued r.v.に対して r.c.d.は必ずしも存在するとは限らない．注意すべきは，
排反なAn ∈ S, n ∈ Nに対して，

P

(
X ∈

∞∪
n=1

An | G

)
=

∞∑
n=1

P (X ∈ An | G) a.s.

となるのはよいが，除外集合が {An}のとり方に依存しているため，{An}のとり方が非
可算無限個ある場合 (Sが無限集合である限りそうである)，除外集合を集めたものが測度
0となるとは限らないことである．

Example 20.1 (r.c.d. が存在しない例). (Ω,G) = ([0, 1],B[0,1]) とし，λ を [0, 1] 上の
Lebesgue 測度とする．また，λ∗, λ∗ をそれぞれ λ の外測度，内測度とする．すなわち，
λ∗(A) := inf{λ(B) : B ∈ G, B ⊃ A}, λ∗(A) := 1 − λ∗(Ac). いま，D ⊂ [0, 1] を
λ∗(D) = 1, λ∗(D) = 0をみたす集合とする (cf. Theorem 7.5). ここで，F := G ∨ σ({D})

とおくと，各 F ∈ F は F = (D ∩ A) ∪ (Dc ∩ B) (A,B ∈ G)の形に表すことができて，
λ∗(D) = λ∗(Dc) = 1より，

λ∗(D ∩ F ) = λ∗(D ∩A) = λ(A), λ∗(Dc ∩ F ) = λ∗(Dc ∩B) = λ(B)

となる．そこで，(Ω,F)上の p.m. P を

P (F ) :=
1

2
λ(A) +

1

2
λ(B)

と定義すると，P は well-definedである．また，F ∈ Gなら，P (F ) = λ(F )である．
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いま，G を与えたときの r.c.p.が存在しないことを示そう．仮にそのような r.c.p. µ :

Ω ×F → [0, 1]が存在したとして，矛盾を導く．A,B ∈ Gに対して，

E[µ(·, D ∩A), B] = P (D ∩A ∩B) =
1

2
λ(A ∩B) = E[(1/2)1A, B].

よって，

µ(ω,D ∩A) =
1

2
1A(ω) a.s.

を得る．Gは可算な πシステム I = {(−∞, q] : q ∈ Q}によって生成されていて，各 ω ∈ Ω

に対して，A 7→ µ(ω,D ∩A), A 7→ (1/2)1A(ω)は測度なので，

J := {ω : µ(ω,D∩A) = (1/2)1A(ω), ∀A ∈ G} = {ω : µ(ω,D∩A) = (1/2)1A(ω) ∀A ∈ I}

とおくと，ω 7→ µ(ω,D∩A)は仮定よりG可測なのでJ ∈ Gであり，またP (J) = λ(J) = 1

である．ここで，ω ∈ J に対して，

µ(ω,D ∩ J) =
1

2
1J(ω) ̸= 1

2
1J\{ω}(ω) = µ(ω,D ∩ (J \ {ω}))

であるから，D∩ J ̸= D∩ (J \ {ω})である．これは，ω ∈ Dを意味する．従って，J ⊂ D

となるが，λ(J) = 1であったから，λ∗(D) = 1でなくてはならないが，これは λ∗(D) = 0

に反する．

しかしながら，多くの場合，r.c.d.は存在する．

Theorem 20.1. (S,S)が標準 Borel空間なら，S-valued r.v. X は r.c.d.をもつ．

Proof. (S,S) = (R,B)の場合を考えれば十分である．各 q ∈ Qに対して，P (X ≤ q | G)

のバージョンを決める．Qは可算なので，

Ω0 =
{
ω ∈ Ω : P (X ≤ q | G)(ω) ≤ P (X ≤ q′ | G)(ω), ∀(q, q′) ∈ Q2 s.t. q < q′,

sup
q∈Q

P (X ≤ q | G)(ω) = 1, inf
q∈Q

P (X ≤ q | G)(ω) = 0
}

とおくと，P (Ω0) = 1である．Gを任意の d.f.として，

F (x | G)(ω) :=

infq>x,q∈Q P (X ≤ q | G)(ω) if ω ∈ Ω0

G(x) if ω /∈ Ω0

と定義すると，各 ω ∈ Ωに対して，x 7→ F (x | G)(ω)は d.f.であり (cf. Prohorovの定理
の証明)，各 x ∈ Rに対して，F (x | G)は P (X ≤ x | G)のバージョンとなる．
各 ω ∈ Ωに対して，µ(ω, ·) : B → [0, 1]を d.f. x 7→ F (x | G)(ω)に対応する p.m.とす

る．すなわち，µ(ω, ·)は

µ(ω, (a, b]) = F (b | G)(ω) − F (a | G)(ω), −∞ ≤ a < b <∞
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をみたす一意な p.m.である．あとは，任意の B ∈ Bに対して，ω 7→ µ(ω,B)が P (X ∈
B | G)のバージョンであることを示せばよい．

C = {B ∈ B : ω 7→ µ(ω,B) は G可測,
µ(ω,B) = P (X ∈ B | G)(ω) a.s.},

D = {(−∞, x] : x ∈ R}

とおくと，Dは πシステムかつD ⊂ Cであり，Cは λシステムであるから，π-λ定理より，
C ⊃ σ(D) = Bを得る. 以上より，定理の結論を得る．

(S,S), (T, T )を可測空間，X,Y をそれぞれS-valued, T -valued r.v.’sとする．(X,Y )の
S × T 上の同時分布を νとおく：

ν(E) = P ((X,Y ) ∈ E), E ∈ S × T .

ここで，確率空間を取り替えて，(Ω,F , P ) = (S × T,S × T , ν), X(x, y) = x, Y (x, y) = y

とする．(T, T )が標準Borel空間なら，σ(X)を与えたときのY の r.c.d. Ω×T ∋ (ω,B) 7→
µ(ω,B) ∈ [0, 1]が存在する．B ∈ T を任意に固定すると，ω 7→ µ(ω,B)は P (Y ∈ B | X)

のバージョンであるから，σ(X)可測である．従って，次をみたす可測関数 x 7→ ν2,1(x,B)

が存在する：µ(ω,B) = ν2,1(X(ω), B) ∀ω ∈ Ω．このとき，変数変換公式より，ν1 := L(X)

とおいて，

ν(A×B) = P (X ∈ A, Y ∈ B) = E[P (Y ∈ B | X), X−1(A)]

= E[ν2,1(X,B), X−1(A)] =

∫
X−1(A)

ν2,1(X,B)dP

=

∫
A
ν2,1(x,B)dν1(x) =

∫
A

∫
B
ν2,1(x, dy)dν1(x).

が成り立つ．以上の議論より，次の定理を得る．

Theorem 20.2. (T, T ) が標準 Borel 空間なら，次の (i)–(iii) をみたす写像 S × T ∋
(x,B) 7→ ν2,1(x,B) ∈ [0, 1]が存在する．

(i) 各B ∈ T に対して，x 7→ ν2,1(x,B)は S 可測である．

(ii) 各 x ∈ Sに対して，B 7→ ν2,1(x,B)は p.m.である．

(iii) 各A ∈ S, B ∈ T に対して，

ν(A×B) =

∫
A

∫
B
ν2,1(x, dy)dν1(x).
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(i)–(iii)をみたす写像 (x,B) 7→ ν2,1(x,B)をX を与えたときの Y の r.c.d.と呼ぶ．やや
インフォーマルな気もするが，

P (Y ∈ dy | X = x) = ν2,1(x, dy)

と書いている本もある．
次に，Fubiniの定理より，各 E ∈ S × T に対して，x ∈ S を任意に固定すると，y 7→

1E(x, y)は T 可測である．そこで，

E =

{
E ∈ S × T : x 7→

∫
1E(x, y)ν2,1(x, dy) は S 可測であり,

ν(E) =

∫∫
1E(x, y)ν2,1(x, dy)dν1(x)

}
とおくと，E は λシステムであり，πシステム {A×B : A ∈ S, B ∈ T }を含む．従って，
π-λ定理より，次の定理の前半を得る．

Theorem 20.3. 各E ∈ S × T に対して，

ν(E) =

∫∫
1E(x, y)ν2,1(x, dy)dν1(x). (∗)

従って，S × T 可測な関数 h : S × T → Rに対して，h ≥ 0 or E[|h(X,Y )|] <∞なら，

E[h(X,Y )] =

∫
hdν =

∫∫
h(x, y)ν2,1(x, dy)dν1(x)

が成り立つ (最右辺の積分が定義できることも主張の一部である)．

Proof. 前半の主張はすでに示した．後半の主張の証明は Fubiniの定理と同様．

Remark 20.1. (∗)を
dν(x, y) = ν2,1(x, dy)dν1(x)

と書く場合もある．

Example 20.2 (十分統計量). 可測空間 (Ω,F)上に p.m.’sの族 P が与えられているとす
る．r.v. T (“統計量”)が P に対して十分 (sufficient)であるとは，任意の A ∈ F に対し
て，P ∈ P に依存しない r.v. XA が存在して，P (A | T ) = XA P -a.s. (∀P ∈ P)をみ
たすことを言う．p.m. P ∈ P の下での期待値を EP [·]と表して，r.v. Y を EP [|Y |] <
∞ (∀P ∈ P)とすると，単関数による近似を用いれば，P ∈ Pに依存しない r.v. Xが存在
して，EP [Y | T ] = X P -a.s. (∀P ∈ P)となることが示せる．また，(Ω,F)が標準 Borel

空間なら，P ∈ P に依存しない適当な写像 µ : (ω,A) 7→ µ(ω,A)が存在して，各 P ∈ P
に対して µは σ(T )を与えたときの r.c.p.となる．証明は P ∈ P に関する一様性に気を
つければ，Theorem 20.1と同様である．十分統計量に関しては，Lehmann and Romano

(2005)が詳しい．
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Kolmogorovの拡張定理

Theorem 20.3の応用として，Kolmogorovの拡張定理を証明する．RN = R × R × · · ·
を Rの可算直積とし，BNを RNのシリンダー σ-fieldとする．すなわち，

BN = σ({B × R× R× · · · : B ∈ Bn, n ∈ N})

である．

Theorem 20.4 (Kolmogorovの拡張定理). 各 n ∈ Nに対して，(Rn,Bn)上の p.m. µnが
与えられていて，µn, n ∈ Nは次の意味で整合的 (consistent)と仮定する：

µn+1(B × R) = µn(B), ∀B ∈ Bn, ∀n ∈ N.

このとき，次をみたす (RN,BN)上の p.m. µが存在する：

µ(B × R× R× · · · ) = µn(B), ∀B ∈ Bn, ∀n ∈ N. (∗∗)

そのような µは一意に決まる．

Proof. 一意性の証明は π-λ定理を使えばよい．存在を示す．(ξ1, . . . , ξn, ξn+1) ∼ µn+1に
対して，(ξ1, . . . , ξn)を与えたときの ξn+1の r.c.d.を µn+1,n(x1, . . . , xn, dxn+1)とおき，そ
の d.f.を

Fn+1(xn+1 | x1, . . . , xn) = µn+1,n(x1, . . . , xn, (−∞, xn+1])

とおく．ここで，xn+1 7→ Fn+1(xn+1 | x1, . . . , xn)の分位点関数を

F−1
n+1(u | x1, . . . , xn) := inf{xn+1 : Fn+1(xn+1 | x1, . . . , xn) ≥ u}

と定義する．写像 (u, x1, . . . , xn) 7→ F−1
n+1(u | x1, . . . , xn)の可測性を確認する．a ∈ Rに

対して，

{(u, x1, . . . , xn) : F−1
n+1(u | x1, . . . , xn) ≤ a}

= {(u, x1, . . . , xn) : u ≤ Fn+1(a | x1, . . . , xn)}
= {(u, x1, . . . , xn) : u− Fn+1(a | x1, . . . , xn) ≤ 0}.

であり，(x1, . . . , xn) 7→ Fn+1(a | x1, . . . , xn) = µn+1,n(x1, . . . , xn, (−∞, a])は可測である
から，(u, x1, . . . , xn) 7→ F−1

n+1(u | x1, . . . , xn)の可測性が示された．
U1, U2, · · · ∼ U(0, 1) i.i.d.を適当な確率空間上に構成する．µ1の d.f.をF1として，r.v.’s

{Xm}を帰納的に

X1 = F−1
1 (U1), Xn+1 = F−1

n+1(Un+1 | X1, . . . , Xn), n ∈ N
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と定義する．X1 ∼ µ1である．さらに，Fn+1の定義より，任意に固定した x1, . . . , xn ∈ R
に対して，

P (F−1
n+1(Un+1 | x1, . . . , xn) ∈ B) = µn+1,n(x1, . . . , xn, B), B ∈ B.

Un+1と (X1, . . . , Xn)は独立であるから，任意のA ∈ Bn, B ∈ Bに対して，

P ((X1, . . . , Xn) ∈ A,Xn+1 ∈ B) = P ((X1, . . . , Xn) ∈ A,F−1
n+1(Un+1 | X1, . . . , Xn) ∈ B)

= E[P (F−1
n+1(Un+1 | X1, . . . , Xn) ∈ B | X1, . . . , Xn), {(X1, . . . , Xn) ∈ A}]

= E[µn+1,n(X1, . . . , Xn, B), {(X1, . . . , Xn) ∈ A}].

これは，P (Xn+1 ∈ B | X1, . . . , Xn) = µn+1,n(X1, . . . , Xn, B) a.s. を意味するから，
µn+1,n(x1, . . . , xn, dxn+1)は (X1, . . . , Xn)を与えたときのXn+1の r.c.d.である．従って，
E ∈ Bnに対して，Theorem 20.3を繰り返し適用して，

P ((X1, . . . , Xn) ∈ E)

=

∫∫
· · ·
∫

1E(x1, . . . , xn)µn,n−1(x1, . . . , xn−1, dxn) · · ·µ2,1(x1, dx2)dµ1(x1)︸ ︷︷ ︸
=dµ2(x1,x2)

=

∫∫
· · ·
∫

1E(x1, . . . , xn)µn,n−1(x1, . . . , xn−1, dxn) · · ·µ3,2(x1, x2, dx3)dµ2(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
=dµ3(x1,x2,x3)

...

=

∫
1E(x1, . . . , xn)dµn(x1, . . . , xn) = µn(E)

を得る．すなわち，(X1, . . . , Xn) ∼ µn. そこで，X = (X1, X2, . . . ) : Ω → RNの像測度を
µ = P ◦X−1とおけば，µは (∗∗)をみたす．

Remark 20.2. 上の証明では，独立な一様乱数 (U1, . . . , Un)から (X1, . . . , Xn) ∼ µnを構
成したが，この構成法はKnothe-Rosenblatt再配分 (Knothe-Rosenblatt rearrangement)

とも呼ばれる (cf. Villani, 2008, Chapter 1).

r.v.’s の集まり {Xm : m ∈ N} を 確率過程 (stochastic process) と呼び，n ∈ N に
対して，L(X1, . . . , Xn)を有限次元分布 (finite dimensional distribution, f.d.d.)と呼ぶ．
Kolmogorovの拡張定理は，整合的な p.m.’s µn, n ∈ Nを f.d.d.’sにもつ確率過程の存在を
保証している．

Corollary 20.1. Theorem 20.4は (R,B)を標準 Borel空間 (S,S)に取り替えても成り
立つ．
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しかし，直積確率測度の場合とは異なり，Kolmogorov の拡張定理は一般の可測空間
(S,S)に対しては成り立たない．以下，Wegner (1973)に従い，そのような例を構成しよ
う 13．Vitali集合の構成において現れた記号を用いる．r ∈ Rに対して，Tr : [0, 1) → [0, 1)

を Tr(x) = x+ r − ⌊x+ r⌋と定義する．まず次の補題を証明する．

Lemma 20.2. 各 r ∈ Rに対して，Trは全単射であり，T−1
r = T−r.

Proof. x, y ∈ [0, 1)に対して，Tr(x) = Tr(y)なら，

x− y︸ ︷︷ ︸
∈(−1,1)

= ⌊x+ r⌋ − ⌊y + r⌋︸ ︷︷ ︸
整数

であるから，x = yである．ゆえに Trは単射であり，Tr([0, 1)) = [0, 1)より，全射でもあ
る．次に，x ∈ [0, 1), y = T−r(x)に対して，

Tr(y) = y + r − ⌊y + r⌋ = x− ⌊x− r⌋ − ⌊x− ⌊x− r⌋⌋.

場合分けにより，最右辺は= xであることがわかる．

V ⊂ [0, 1)を Vitali集合とし，S = [0, 1) \ V とする．また，S の σ-fieldとして，S =

{B ∩ S : B ∈ B[0,1)}を入れる．SNを S の可算直積とし，SNを SNのシリンダー σ-field

とする．さらに，各 n ∈ N に対して，(Sn,Sn) 上の p.m. µn を次のように構成する．
Q = {r1, r2, . . . }と番号を付けて，Jn = {r1, . . . , rn}, TJn(x) = (Tr1(x), . . . , Trn(x))と定
義する．写像 TJnはB[0,1)/Bn可測である．λを [0, 1)上の Lebesgue測度とし，λ∗と λ∗を
それぞれ λの外測度，内測度とする. 次の補題を示す．

Lemma 20.3. λ∗(T−1
Jn

(Sn)) = 1.

Proof. λ∗([0, 1)\T−1
Jn

(Sn)) = 0を示せばよい．T−1
Jn

(Sn) =
∩n
i=1 T

−1
ri (S) =

∩n
i=1 T

−1
ri ([0, 1)\

V ) =
∩n
i=1([0, 1) \ T−1

ri (V )) = [0, 1) \
∪n
i=1 T

−1
ri (V )より，

[0, 1) \ T−1
Jn

(Sn) =

n∪
i=1

T−1
ri (V ) =

n∪
i=1

T−ri(V )

である．よって，λ∗(
∪n
i=1 T−ri(V )) = 0を示せばよい．そのためには，任意の Borel集合

E ⊂
∪n
i=1 T−ri(V )に対して，λ(E) = 0を示せばよいが，Steinhausの定理 (cf. Exercise

7.9)より，E − Eが開区間を含まないことを示せば十分である．
F =

∪n
i=1 T−ri(V )とおくと，F − F の各要素は，

xi − ri − (xj − rj) − ⌊xi − ri⌋ + ⌊xj − rj⌋ (xi, xj ∈ V ; i, j = 1, . . . , n)

13以下の部分は今泉允聡氏の協力があった．どうもありがとうございます．
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の形をしている．これが有理数となるのは，xi − xj ∈ Qのときのみであるが，V の定義
より，xi = xj である．従って，

(F − F ) ∩Q = {−ri + rj − ⌊x− ri⌋ + ⌊x− rj⌋ : x ∈ V, i, j = 1, . . . , n}

であるが，右辺は有限集合である．従って，E−E (⊂ F −F )は開区間を含みえない．

ここで，Sn = {B ∩ Sn : B ∈ Bn, B ⊂ [0, 1)n} と表せるので，写像 µn : Sn → [0, 1]を，
A = B ∩ Sn, B ∈ Bn, B ⊂ [0, 1)nに対して，

µn(A) = λ(T−1
Jn

(B))

と定義する．Lemma 20.3と Exercise 6.11より，µnは (Sn,Sn)上のwell-definedな p.m.

である．
以上で，目標である次の定理を述べる準備が整った．

Theorem 20.5 (Wegner (1973)). {µn : n ∈ N}は Kolmogorovの整合性条件をみたす
p.m.’sの族であるが，

µ(A× S × S × · · · ) = µn(A), ∀A ∈ Sn,∀n ∈ N (∗3)

をみたす (SN,SN)上の p.m. µは存在しない．

Proof. {µn : n ∈ N} が整合性条件をみたすのは明らか．(∗3) をみたす (SN,SN) 上の
p.m. µが仮に存在したとして，矛盾を導く．ここで，Dn = TJn([0, 1)) ∩ Sn とおくと，
TJn([0, 1)) ∈ Bn より Dn ∈ Sn である．An = Dn × S × S × · · · ⊂ SN とおくと，An ∈
SN, An ⊃ An+1 (∀n ∈ N)である．

∩∞
n=1An = ∅ を示す．仮に

∩∞
n=1An ̸= ∅ならば，あ

る x ∈ [0, 1)が存在して，TJn(x) ∈ Sn (∀n ∈ N)となる．これは，x ∈ T−1
r (S) (∀r ∈ Q)

を意味するが，T−1
r = T−rであったから，x ∈

∩
r∈Q Tr(S)である．しかし，∩

r∈Q
Tr(S) =

∩
r∈Q

Tr([0, 1) \ V ) = [0, 1) \
∪
r∈Q

Tr(V ) = ∅

であるから，矛盾が生じる．従って，An ↓ ∅である．
いま，µを (∗3)をみたす (SN,SN)上の p.m.とすると，

µ(An) = µn(Dn) = λ(T−1
Jn

(TJn([0, 1))) = λ([0, 1)) = 1

となるが，µが p.m.であることと，An ↓ ∅より，これは起こりえない．従って，(∗3)を
みたす (SN,SN)上の p.m.は存在しない．
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演習問題

Exercise 20.1 (r.c.d.の一意性). (S,S)を標準 Borel空間とする．X を S-valued r.v.と
し，Gを F の sub σ-fieldとする．このとき，µ, ν : Ω × S → [0, 1]がともに Gを与えたと
きのX の r.c.d.なら，P ({ω : µ(ω,B) = ν(ω,B) ∀B ∈ S}) = 1となることを示せ．

Exercise 20.2. X,Y を r.v.’sとし，同時密度関数 f(x, y)をもつとする．すなわち，ある
可測関数 f : R2 → R+が存在して，

P ((X,Y ) ∈ E) =

∫
E
f(x, y)dxdy, E ∈ B2

とする．簡単のため，f(x, y) > 0 (∀(x, y) ∈ R2)とし，

µ(x,B) =

∫
B f(x, y)dy∫
R f(x, y)dy

, B ∈ B

とおくと，R× B ∋ (x,B) 7→ µ(x,B)はX を与えたときの Y の r.c.d.であることを示せ．

Exercise 20.3 (Vorob’ev-Berkes-Philipp). (S,S), (T, T ), (U,U)を標準 Borel空間とし，
µ, νをそれぞれ (S × T,S × T ), (T ×U, T × U)上の p.m.’sであって，µ(S ×B) = ν(B ×
U) (∀B ∈ T )をみたすとする．いま，π12 : S×T ×U → S×T, π23 : S×T ×U → T ×U

を π12(x, y, z) = (x, y), π23(x, y, z) = (y, z)とすると，次をみたす (S × T ×U,S ×T ×U)

上の p.m. ρが存在することを示せ：ρ ◦ π−1
12 = µ, ρ ◦ π−1

23 = ν．

Exercise 20.4 (Kolmogorovの拡張定理の一般の添え字集合への拡張). T を空でない一
般の添え字集合とし，RT を T からRへの関数全体とする．ここで，相異なる t1, . . . , tn ∈
T, n ∈ Nに対して，

{x ∈ RT : (x(t1), . . . , x(tn)) ∈ B}, B ∈ Bn

の形の集合を RT のシリンダー集合と呼ぶ．RT のシリンダー集合全体によって生成され
る σ-fieldを BT とおく．いま，任意の n ∈ Nと相異なる t1, . . . , tn ∈ T の各組に対して，
(Rn,Bn)上の p.m. µt1,...,tn が与えられていて，次の整合性条件がみたされるとする：

• 任意の相異なる t1, . . . , tn ∈ T と {1, . . . , n}の任意の置換 πに対して，

µt1,...,tn({(x1, . . . , xn) : (xπ(1), . . . , xπ(n)) ∈ B}) = µtπ(1),...,tπ(n)
(B), ∀B ∈ Bn.

• 任意の相異なる t1, . . . , tn, tn+1 ∈ T に対して，

µt1,...,tn,tn+1(B × R) = µt1,...,tn(B), ∀B ∈ Bn.
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このとき，次をみたす (RT ,BT )上の一意な p.m µが存在する：任意の n ∈ Nと相異なる
t1, . . . , tn ∈ T に対して，

µ({x ∈ RT : (x(t1), . . . , x(tn)) ∈ B}) = µt1,...,tn(B), ∀B ∈ Bn. (∗)

この命題を以下の手順に従って証明する．

(a) 各可算集合 S = {t1, t2, . . . } ⊂ T に対して，

FS = {x ∈ RT : (x(t1), x(t2), . . . ) ∈ B, B ∈ BN}

とおいたとき，FS は σ-fieldであって，BT =
∪
S⊂T :可算FS が成り立つことを示せ．

(b) Theorem 20.4を用いて，各可算集合 S ⊂ T に対して，(RT ,FS)上の p.m. µS で
あって，任意の n ∈ Nと相異なる t1, . . . , tn ∈ Sに対して，

µS({x ∈ RT : (x(t1), . . . , x(tn)) ∈ B}) = µt1,...,tn(B), ∀B ∈ Bn

をみたすものが存在することを示せ．

(c) 写像 µ : BT → [0, 1]を

µ(A) = µS(A) if A ∈ FS , S ⊂ T : 可算

と定義すると，µは (RT ,BT )上の well-definedな p.m.であって，(∗)をみたすこと
を示せ．

(d) (∗)をみたす (RT ,BT )上の p.m.は一意であることを示せ．

T を空でない集合とする．r.v.’sの集まり {Xt : t ∈ T}を T によってインデックスされ
た確率過程と呼ぶ．また，確率過程 {Xt : t ∈ T}がGauss過程であるとは，任意の n ∈ N
と t1, . . . , tn ∈ T に対して，(X(t1), . . . , X(tn))が多変量正規分布に従うことを言う．

Exercise 20.5. k : T × T → Rを次をみたす関数とする：任意の n ∈ Nと t1, . . . , tn ∈ T

に対して，n次正方行列 ((k(ti, tj))1≤i,j≤nが半正定値対称行列になる．このとき，kを共
分散関数にもつ平均 0のGauss過程 {Xt : t ∈ T}が存在することを示せ．すなわち，

E[Xt] = 0, ∀t ∈ T, E[XsXt] = k(s, t), ∀s, t ∈ T

をみたすGauss過程 {Xt : t ∈ T}が存在することを示せ．

Exercise 20.6. C(R+)を R+上の連続関数全体とすると，C(R+) /∈ BR+ を示せ．
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21 マルチンゲールと a.s.収束

Z+ = {0, 1, 2, . . . }とする．F の sub σ-fieldsの増加列 {Fn : n ∈ Z+}：

F0 ⊂ F1 ⊂ · · ·

を フィルトレーション (filtration) と呼ぶ．確率過程 {Xn : n ∈ Z+} が {Fn} に 適合
(adapted)しているとは，Xn ∈ Fn (∀n ∈ Z+)となることを言う．フィルトレーション
{Fn}が与えられたとき，{Xn}が {Fn}に関するマルチンゲール (martingale)であると
は，次の 3条件がみたされることを言う：

(i) E[|Xn|] <∞ ∀n ∈ Z+．

(ii) {Xn}は {Fn}に適合している．

(iii) E[Xn+1 | Fn] = Xn a.s. ∀n ∈ Z+．

(iii)の代わりに，
E[Xn+1 | Fn] ≥ Xn a.s. ∀n ∈ Z+

が成り立つとき，{Xn}を{Fn}に関する劣マルチンゲール (sub-martingale)と呼ぶ．また，

E[Xn+1 | Fn] ≤ Xn a.s. ∀n ∈ Z+

が成り立つとき，{Xn}を {Fn}に関する優マルチンゲール (super-martingale)と呼ぶ．
以下，一般論を議論するときは，特に断らない限り，フィルトレーションは {Fn}に固定
し，“{Fn}に関する”という部分をしばしば省略する．
{Xn}が劣 (優)マルチンゲールなら，E[Xn+1] ≥ (≤) E[Xn]となる．従って，劣 (優)

マルチンゲールは平均的に増加 (減少)していく過程である．

Example 21.1. (マルチンゲールの例).

• {ξm}を独立な r.v.’sとし，

X0 = x ∈ R, Xn = Xn−1 + ξn = x+

n∑
m=1

ξm, F0 = {∅,Ω}, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)

とすると，E[ξm] (> 0, < 0) = 0 ∀mなら {Xn}は (劣/優)マルチンゲールである．

• {ξm}を独立な非負 r.v.’sとし，

X0 = x ∈ R+, Xn = Xn−1ξn = x

n∏
m=1

ξm, F0 = {∅,Ω}, Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)

とすると，E[ξm] (> 1, < 1) = 1 ∀mなら {Xn}は (劣/優)マルチンゲールである．
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n > m ≥ 0に対して，Fm ⊂ Fn−1であるから，{Xn}が劣マルチンゲールなら，

E[Xn | Fm] = E[E[Xn | Fn−1] | Fm] ≥ E[Xn−1 | Fm] ≥ · · · ≥ E[Xm+1 | Fm] ≥ Xm

となる．他の場合も同様に考えて，次の補題を得る．

Lemma 21.1. {Xn}が (劣/優)マルチンゲールなら，n > m ≥ 0に対して，それぞれ，

E[Xn | Fm] (≥,≤) = Xm a.s.

となる.

次の補題は Jensenの不等式から明らかである．

Lemma 21.2. φ : R → Rを凸関数とし，{Xn}を E[|φ(Xn)|] < ∞ (∀n)なる確率過程
とする．(i) {Xn}がマルチンゲールなら，{φ(Xn) : n ∈ Z+}は劣マルチンゲールである．
(ii) {Xn}が劣マルチンゲールのときは，φが非減少なら，{φ(Xn) : n ∈ Z+}は劣マルチ
ンゲールである．

Example 21.2. (i) {Xn}をマルチンゲールとする．このとき，与えられた 1 ≤ p < ∞
に対して，E[|Xn|p] <∞ (∀n ∈ Z+)なら，{|Xn|p : n ∈ Z+}は劣マルチンゲールである．
(ii) {Xn}が劣マルチンゲールなら，{(Xn − a)+ : n ∈ Z+}は劣マルチンゲールである．
(iii) {Xn}が優マルチンゲールなら，{Xn ∧ a : n ∈ Z+}は優マルチンゲールである．

Remark 21.1. max{−x, 0}は凸関数であるが非増加であるから，劣マルチンゲール {Xn}
に対して，{X−

n }は劣/優マルチンゲールのどちらでもない．{Xn}が非正ならX−
n = −Xn

であるから，{X−
n }は優マルチンゲールであるし，{Xn}がマルチンゲールなら {X−

n }は
劣マルチンゲールである．また，劣マルチンゲール {Xn}に対して，|Xn| = X+

n +X−
n は

劣/優マルチンゲールのどちらでもない．

フィルトレーション {Fn}に対して，r.v.’s {Hn : n ∈ N}が可予測 (predictable)であ
るとは，Hn ∈ Fn−1 (∀n ∈ N)となることを言う．{Xn}を (劣/優)マルチンゲールとする
と，{Hn}の {Xn}に関するマルチンゲール変換 (martingale transform)を

(H ·X)n =

n∑
m=1

Hm(Xm −Xm−1), n ∈ N, (H ·X)0 = 0

と定義する．このとき，(H ·X)n+1 − (H ·X)n = Hn+1(Xn+1 −Xn), Hn+1 ∈ Fnである
ことから，次の定理を得る．

Theorem 21.1. E[|(H ·X)n|] < ∞ (∀n ∈ N)とする．(i) {Xn}がマルチンゲールなら，
{(H ·X)n : n ∈ Z+}もマルチンゲールである． (ii) Hn ≥ 0かつ {Xn}が劣/優マルチン
ゲールなら，{(H ·X)n : n ∈ Z+}も劣/優マルチンゲールである．
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Example 21.3 (コイン投げ). 1 ドルの賭け金に対して，表 (ξn = 1) が出たら，1 ド
ルもらえて，裏 (ξn = −1) が出たら，1 ドル失うゲームを考える．コインは公平とし，
P (ξn = ±1) = 1/2とする．また，ゲームは互いに独立とし，n回目のゲームにおいて，
ギャンブラーはそれまでの結果 ξ1, . . . , ξn−1 にもとづいて，Hn ドル賭けるか決めるとす
る．n回目までの勝ち負けの合計の差をXn =

∑n
m=1 ξmとおくと (X0 = 0とおく)，n回

目のゲーム終了時の儲けは
n∑

m=1

Hmξm =

n∑
m=1

Hm(Xm −Xm−1) = (H ·X)n

である．Hnは賭けの戦略と考えることができる．有名な賭けの戦略として，(n− 1)回目
に賭けに負けたら n回目の賭け金を倍にする倍賭け戦略 (doubling strategy)がある：

H1 = 1, Hn =

2Hn−1 if ξn−1 = −1

1 if ξn−1 = 1
, n ≥ 2.

この戦略に従うと，最初の k回のゲームに負けて次のゲームに勝った場合，儲けは

−1 − 2 − · · · − 2k−1 + 2k = 1

となるから，必ず儲かりそうな気もするが，{(H ·X)n}はマルチンゲールであるから，

E[(H ·X)n] = E[(H ·X)0] = 0.

つまり，平均的な儲けは 0である！

関数N : Ω → {0, 1, 2, . . . } ∪ {∞}が {Fn}に関する停止時刻 (stopping time)であると
は，{N = n} ∈ Fn (0 ≤ ∀n <∞)となることを言う．Fn ⊂ Fn+1より，

{N = n} ∈ Fn, 0 ≤ ∀n <∞ ⇔ {N ≤ n} ∈ Fn, 0 ≤ ∀n <∞

である．例えば，{Xn}を適合過程とすると，任意のB ∈ Bに対して，

NB = inf{n : Xn ∈ B}

を {Xn}のBへの到達時刻 (hitting time)と呼ぶ．ただし，inf ∅ = +∞とする．ここで，

{NB = n} = {Xm /∈ B ∀m < n, Xn ∈ B} ∈ Fn

であるから，NB は停止時刻である．
いま，停止時刻 N が与えられたとき，Hn = 1{N≥n} とおくと，{N ≥ n} = {N ≤

n− 1}c ∈ Fn−1より，{Hn}は可予測である．{Hn}のマルチンゲール変換は

(H ·X)n =

N∧n∑
m=1

(Xm −Xm−1) = XN∧n −X0

であるから，次の (重要な！)系を得る．
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Corollary 21.1. N を停止時刻とする．{Xn}が (劣/優)マルチンゲールなら，{XN∧n :

n ∈ Z+}も (劣/優)マルチンゲールである．

Remark 21.2. もちろん，定義に従って {XN∧n}が (劣/優)マルチンゲールであることを
示すのも難しくない．{Xn}をマルチンゲールとしよう．まず，|XN∧n| ≤ max0≤m≤n |Xm|
であるから，各XN∧nは可積分である．次に，B ∈ Bに対して，

{XN∧n ∈ B} =
∪

k∈Z+∪{∞}

({Xk∧n ∈ B} ∩ {N = k})

=
n−1∪
k=0

({Xk ∈ B} ∩ {N = k}) ∪ ({Xn ∈ B} ∩ {N ≥ n}) ∈ Fn

であるから，{XN∧n}は適合している．また，A ∈ Fnに対して，

A ∩ {N ≥ n+ 1}︸ ︷︷ ︸
={N≤n}c

∈ Fn

であるから，

E[XN∧(n+1), A] =
n∑
k=0

E[Xk, A ∩ {N = k}] + E[Xn+1, A ∩ {N ≥ n+ 1}]︸ ︷︷ ︸
=E[Xn,A∩{N≥n+1}]

= E[XN∧n, A].

よって，E[XN∧(n+1) | Fn] = XN∧n a.s.を得る．他の場合も同様である．

{Xn : n ∈ Z+}を適合過程とする．a < b,N0 = −1として，k ∈ Nに対して，

N2k−1 = inf{m > N2k−2 : Xm ≤ a}, N2k = inf{m > N2k−1 : Xm ≥ b}

と定義する．帰納的に確かめられるように，各 kに対して，N2k−1, N2kは停止時刻である．
このとき，{N2k−1 < m ≤ N2k} = {N2k−1 ≤ m− 1} ∩ {N2k ≤ m− 1}c ∈ Fm−1より，

Hm =

1 if N2k−1 < m ≤ N2k, ∃k ∈ N

0 otherwise

は可予測である. ここで，
Un = sup{k : N2k ≤ n}

とおくと，Unはm ≤ nまでにXmが [a, b]を上向きに横断 (upcross)する回数である．

Theorem 21.2 (上向き横断不等式). {Xn}が劣マルチンゲールなら，各 nに対して，

(b− a)E[Un] ≤ E[(Xn − a)+] − E[(X0 − a)+].
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Proof. Ym = a+ (Xm − a)+とおくと，{Ym}も劣マルチンゲールである．ここで，

N2k∑
m=N2k−1+1

(Ym − Ym−1) = YN2k
− YN2k−1

≥ b− a

となるから，

(H · Y )n ≥
Un∑
k=1

N2k∑
m=N2k−1+1

(Ym − Ym−1) ≥ (b− a)Un.

いま，Km = 1−Hmとおくと，Yn−Y0 = (H ·Y )n+(K·Y )nであり，{(K·Y )n}は劣マルチン
ゲールであるから，E[(K ·Y )n] ≥ E[(K ·Y )0] = 0となる. 従って，E[(H ·Y )n] ≤ E[Yn−Y0]
を得る.

上向き横断不等式から，次のマルチンゲール収束定理を得る．

Theorem 21.3 (マルチンゲール収束定理). {Xn}を劣マルチンゲールとし，supnE[X+
n ] <

∞とする．このとき，∃X∞ ∈ L1 s.t. Xn → X a.s.

Proof. 上向き横断不等式より，

E[Un] ≤ |a| + E[X+
n ]

b− a
.

0 ≤ Un ↑ U∞ := supm Umであるから，Fatouの補題より，E[U∞] < ∞．よって，U∞ <

∞ a.s.であるから，Xnが [a, b]を上向きに横断する回数は a.s.に有限であり，P ({Xn <

a i.o.} ∩ {Xn > b i.o.}) = 0となる．a < bは任意だったから，

P

 ∪
a,b∈Q,a<b

({Xn < a i.o.} ∩ {Xn > b i.o.})

 = 0

を得る．これは，
lim sup

n
Xn = lim inf

n
Xn a.s.

を意味するので，a.s.に limnXnが [−∞,∞]の範囲で存在する．そこで，

X∞(ω) =

limnXn(ω) if lim supnXn(ω) = lim infnXn(ω)

0 otherwise

とおくと，X∞はR-valued r.v.である．E[|X∞|] <∞を示す．Fatouの補題より，E[X+
∞] ≤

lim infnE[X+
n ] < ∞. 一方，{Xn}は劣マルチンゲールであるから，E[X−

n ] = E[X+
n ] −

E[Xn] ≤ E[X+
n ]−E[X0]. 再びFatouの補題より，E[X−

∞] ≤ lim infnE[X+
n ]−E[X0] <∞

を得る．
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Corollary 21.2. {Xn}が非負優マルチンゲールなら (i.e., {Xn}が優マルチンゲールで
あって，Xn ≥ 0 a.s. ∀nなら)，Xnはある r.v. X∞ ≥ 0に a.s.収束する：Xn → X∞ a.s.

さらに，E[X∞] ≤ E[X0]である.

Proof. {−Xn}は劣マルチンゲールであって，(−Xn)+ = 0であるから，マルチンゲール
収束定理より，ある r.v. X∞ ≥ 0が存在して，Xn → X∞ a.s.となる．また，Fatouの補
題より，E[X∞] ≤ lim infnE[Xn] ≤ E[X0]となる．

Example 21.4 (重要な例). マルチンゲール収束定理において，Xn → X∞ in L1は必ず
しも成り立たない．{Sn : n ∈ Z+}を初期値が 0の単純ランダム・ウォークとする．すなわ
ち，{ξm}を i.i.d. r.v.’sとし, P (ξm = ±1) = 1/2,F0 = {∅,Ω},Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), S0 =

1, Sn = Sn−1 + ξn = 1 +
∑n

m=1 ξmとする. N = inf{n : Sn = 0}とおくと，N は停止時刻
である．このとき，Xn := SN∧nは非負マルチンゲールであるから，Xnは a.s.に収束す
る．N = ∞なら，Xn = Snなので，|Xn+1−Xn| = 1となり，Xnは収束しない．従って，
N <∞ a.s.であるから，Xn → 0 a.s.となる．一方，E[Xn] = E[X0] = 1より，Xn ̸→ 0

in L1である．なお，{Xn}は L1有界だが一様可積分でない例でもある．

Theorem 21.4 (Doob分解). 任意の劣マルチンゲール {Xn : n ∈ Z+}に対して，適当
なマルチンゲール {Mn : n ∈ Z+}と初期値が 0の可予測な増加過程 {An : n ∈ Z+} (i.e.,

{An : n ∈ N}は可予測で，a.s.にA0 = 0, An ≤ An+1 (∀n ∈ Z+)となる)が存在して，a.s.

にXn = Mn + An (∀n ∈ Z+)なる分解が成り立つ．さらに，Xn = M ′
n + A′

nをもう 1つ
のそのような分解とすると，a.s.にM ′

n = Mn, A
′
n = An (∀n ∈ Z+)となる.

Proof. 存在は，A0 = 0,M0 = X0とし，An,Mnを帰納的に

An −An−1 = E[Xn | Fn−1] −Xn−1︸ ︷︷ ︸
≥0

, Mn = Xn −An, n ∈ N

と決めればよい．
次に一意性を示す．Xn = M ′

n +A′
nをもう 1つの分解とすると，

E[Xn | Fn−1] −Xn−1 = E[Xn −Xn−1 | Fn−1]

= E[M ′
n | Fn−1]︸ ︷︷ ︸

=M ′
n−1

−M ′
n−1 +A′

n −A′
n−1 = A′

n −A′
n−1

となるから，A′
n = An (従って，M ′

n = Mn)である．

演習問題

Exercise 21.1. {Xn}を劣マルチンゲールとし，E[Xn] = E[X0] (∀n ∈ N)をみたすとす
る．このとき，{Xn}はマルチンゲールであることを示せ．
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Exercise 21.2. M,N を停止時刻とすると，M ∧N,M ∨N,M +N も停止時刻であるこ
とを示せ．

Exercise 21.3. 劣マルチンゲール {Xn}に対して，supnE[X+
n ] <∞ ⇔ supnE[|Xn|] <

∞を示せ．

Exercise 21.4 (Azumaの不等式). この問題の目標は，次のAzumaの不等式を証明する
ことである．

Theorem 21.5 (Azuma (1967)). {Xn}をマルチンゲールとし，ある数列 cn > 0が存在
して，|Xn −Xn−1| ≤ cn a.s. (∀n ∈ N)とする．このとき，任意の r > 0に対して，

P (Xn −X0 ≥ r) ≤ e
− r2

2
∑n

i=1
c2
i (∗)

が成り立つ．

以下の手順に従い，定理を証明せよ．

(a) ξを ξ ∈ [−1, 1]なる r.v.とし，E[ξ] = 0を仮定する．このとき，任意の t ∈ Rに対
して，E[etξ] ≤ et

2/2を示せ．

ヒント：E[etξ] ≤ (et + e−t)/2を示せ．

(b) (a)の結果を使って，E[et(Xn−X0) | Fn−1] ≤ et(Xn−1−X0)et
2c2n/2を示せ．

(c) (b)の結果を使って，(∗)を導出せよ．

なお，{Xn−Xn−1}が独立なとき，Azumaの不等式はHoefddingの不等式と呼ばれる．
そのため，Azumaの不等式のことをAzuma-Hoeffdingの不等式と呼ぶこともある．

Exercise 21.5 (McDiarmidの不等式). 各 i = 1, . . . , nに対して，Xiを可測空間 (Si,Si)
に値をとる r.v.とし，X1, . . . , Xnは独立とする．f :

∏n
i=1 Si → Rを (

∏n
i=1 Si)/B可測な

関数であって，ある定数 c1, . . . , cn > 0が存在して，任意の i = 1, . . . , nと xi, x
′
i ∈ Siに

対して，

sup
x1,...,xi−1,xi+1,...,xn

|f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) − f(x1, . . . , xi−1, x
′
i, xi+1, . . . , xn)| ≤ ci

とする．このとき，Y = f(X1, . . . , Xn)は可積分であって，任意の r > 0に対して，

P (Y ≥ E[Y ] + r) ≤ e
− r2

2
∑n

i=1
c2
i

が成り立つことを示せ．
ヒント：Azumaの不等式．
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22 マルチンゲールのLp収束

Lemma 22.1 (有界な停止時刻に対する任意停止定理). {Xn}を劣マルチンゲールとし,

N をN(ω) ≤ k (∀ω ∈ Ω)なる停止時刻とすると，E[X0] ≤ E[XN ] ≤ E[Xk]である．

Proof. |XN | ≤ max0≤n≤k |Xn|より，XN は可積分である．次に，{XN∧n : n ∈ Z+}は
劣マルチンゲールであるから，E[X0] = E[XN∧0] ≤ E[XN∧k] = E[XN ]となる．Hn =

1{N≤n−1}とおくと，{Hn}は可予測なので，(H ·X)n = Xn −XN∧nは劣マルチンゲール
である．従って，E[Xk] − E[XN ] = E[(H ·X)k] ≥ E[(H ·X)0] = 0.

Theorem 22.1 (Doob の不等式). {Xn}を劣マルチンゲールとし, n ∈ Z+ に対して，
X̄n := max0≤m≤nXmと定義する．このとき，任意の n ∈ Z+と α > 0に対して，

αP (X̄n ≥ α) ≤ E
[
Xn1{X̄n≥α}

]
≤ E[X+

n ].

Proof. X̄n ≥ αのとき N = min{0 ≤ m ≤ n : Xm ≥ α}とし，それ以外のとき N = n

と定義すると，N は停止時刻であって，αP (X̄n ≥ α) = E[α1{X̄n≥α}] ≤ E[XN1{X̄n≥α}]

となる．ここで，{Xm}は劣マルチンゲールであるから，Lemma 22.1より，E[XN1A] =

E[XN ] −E[XN1Ac ] ≤ E[Xn] −E[Xn1Ac ] = E[Xn1A] を得る．

Doobの不等式はKolmogorovの最大不等式の別証明を与える．{ξm}を独立な r.v.’sとし，
E[ξm] = 0, E[ξ2m] < ∞とする．S0 = 0, Sn =

∑n
m=1 ξm,F0 = {∅,Ω},Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)

とすると，{S2
n : n ∈ Z+}は劣マルチンゲールであるから，Doobの不等式より，x > 0に

対して，

P

(
max

1≤m≤n
|Sm| ≥ x

)
= P

(
max

1≤m≤n
S2
m ≥ x2

)
≤ E[S2

n]

x2

が成り立つ．
また，{Xn}が優マルチンゲールなら，Doobの不等式の証明において，E[XN1{X̄n≥α}] =

E[XN ]−E[XN1{X̄n≥α}c ] ≤ E[X0]−E[Xn1{X̄n≥α}c ]となるから，αP (X̄n ≥ α) ≤ E[X0]−
E[Xn1{X̄n≥α}c ] ≤ E[X0] + E[X−

n ]を得る．{Xn}が劣マルチンゲールなら，{−Xn}は優
マルチンゲールであるから，次の系を得る．

Corollary 22.1. {Xn}が劣マルチンゲールなら，任意の n ∈ Z+と α > 0に対して，

αP

(
max

0≤m≤n
|Xn| ≥ α

)
≤ 2E[X+

n ] − E[X0].

Theorem 22.2 (Lp最大不等式). 1 < p < ∞とする．{Xn}が非負劣マルチンゲールな
ら，任意の n ∈ Z+に対して，

E[X̄p
n] ≤

(
p

p− 1

)p
E[Xp

n].
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特に，{Yn}がマルチンゲールなら，Y ∗
n = max0≤m≤n |Ym|と定義すると，

E[(Y ∗
n )p] ≤

(
p

p− 1

)p
E[|Yn|p].

Proof. E[X̄p
n] = ∞となる場合も考慮に入れて，K > 0に対して，E[(X̄n ∧K)p]を評価

する．

E[(X̄n ∧K)p] =

∫ ∞

0
pxp−1P (X̄n ∧K ≥ x)dx

=

∫ K

0
pxp−1P (X̄n ≥ x)dx

≤
∫ K

0
pxp−1x−1

∫
Xn1{X̄n≥x}dPdx (∵ Doobの不等式)

=

∫
Xn

∫ X̄n∧K

0
pxp−2dxdP (∵ Fubiniの定理)

=
p

p− 1

∫
Xn(X̄n ∧K)p−1dP.

q = p/(p − 1)とおくと，Hölderの不等式より，E[(X̄n ∧ K)p] ≤ q(E[Xp
n])1/p(E[(X̄n ∧

K)p])1/q. 両辺を (E[(X̄n ∧K)p])1/qで割って，(E[(X̄n ∧K)p])1/p ≤ q(E[Xp
n])1/pを得る．

あとはK → ∞とすれば，MCTより，左辺→ (E[X̄p
n])1/pとなって，求める不等式を得

る．

Theorem 22.3 (Lp 収束定理). {Xn}をマルチンゲールまたは非負劣マルチンゲールと
し，ある 1 < p < ∞に対して，supnE[|Xn|p] < ∞とする．このとき，∃X∞ ∈ Lp s.t.

Xn → X∞ a.s. and in Lp.

Proof. E[X+
n ] ≤ 1 + E[|Xn|p]であるから，マルチンゲール収束定理より，Xn → ∃X∞

a.s. さらに，Fatouの補題より，X∞ ∈ Lp. 次に，Lp最大不等式より，

E

[
max

0≤m≤n
|Xm|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
m
E[|Xm|p].

n → ∞とすると，MCTより，supm |Xm| ∈ Lp. |Xn −X∞|p ≤ 2p supm |Xm|pであるか
ら，DCTより，E[|Xn −X∞|p] → 0.

Example 22.1. {Xn}を supnE[Xn] <∞なる非負劣マルチンゲールとすると，

E

[
sup
n
Xn

]
= ∞

となることはありうる．{Xn}を Example 21.4に現れた非負マルチンゲールとすると，
Xn → 0 a.s.であるから，仮に E[supnXn] < ∞なら，Xn → 0 in L1となるが，これは
E[Xn] = 1に反する．
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Xn ∈ L2 (∀n)なるマルチンゲール {Xn}に対して，m < nに対して，E[Xn − Xm |
Fm] = 0であるから，任意の Y ∈ L2(Ω,Fm, P )に対して，E[(Xn −Xm)Y ] = 0である．
よって，

Xn = X0 +

n∑
k=1

(Xk −Xk−1)

より，

E[X2
n] = E[X2

0 ] +
n∑
k=1

E[(Xk −Xk−1)
2]

を得る．特に，
∑∞

k=1E[(Xk −Xk−1)
2] < ∞なら supnE[X2

n] < ∞であるから，L2収束
定理より，Xn → X∞ a.s. and in L2となる．Xk −Xk−1, k ∈ Nが独立なときは，これは
Theorem 10.2に他ならない．

L1収束

マルチンゲールの L1 収束を保証する条件を考える．一様可積分性の定義を復習する．
r.v.’s {Xi : i ∈ I}が一様可積分であるとは

lim
K→∞

sup
i∈I

E[|Xi|, {|Xi| > K}]︸ ︷︷ ︸
(∗)

= 0

となることを言う．このとき，K を十分大きくとると，(∗) ≤ 1となるから，

sup
i∈I

E[|Xi|] ≤ K + 1 <∞

である．次の定理はこれ以降でしばしば用いる重要なものである．

Theorem 22.4. X ∈ L1に対して，{E[X | G] : Gは F の sub σ-field} は一様可積分で
ある．

Proof. ε > 0を任意に固定する．δ > 0を，P (A) ≤ δ ⇒ E[|X|, A] ≤ εとなるように選
ぶ．K を十分大きくとって，E[|X|]/K ≤ δとすると，任意の sub σ-field G ⊂ F に対し
て，Markovの不等式より，P (E[|X| | G] > K) ≤ E[|X|]/K ≤ δとなるから，

E[|E[X | G]|, {|E[X | G]| > K}]

≤ E[E[|X| | G], {E[|X| | G] > K}] (∵ Jensenの不等式)

= E[|X|, {E[|X| | G] > K}] ≤ ε.

以上より，定理の結論を得る．

Theorem 22.5. {Xn}を劣マルチンゲールとすると，次の (i)–(iii)は同値である．
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(i) {Xn}は一様可積分．

(ii) Xnは a.s.にかつ in L1で収束する．

(iii) Xnは in L1で収束する．

(i)–(iii)のいずれかが成り立てば (従って，すべて成り立てば)，∃X∞ ∈ L1 s.t. Xn ≤
E[X∞ | Fn] a.s. ∀n ∈ Z+となる．

Proof. (i) ⇒ (ii). {Xn}は一様可積分であるから，supnE[|Xn|] < ∞. よって，マルチ
ンゲール収束定理より，∃X∞ ∈ L1 s.t. Xn → X∞ a.s. ここで，Theorem 6.6 より，
Xn → X∞ in L1 を得る．(ii) ⇒ (iii). 明らか．(iii) ⇒ (i). Xn → X∞ in L1 より，

Xn
P→ X∞. よって，Theorem 6.6より (i)を得る．

(i)–(iii)が成り立つとき，m > n,A ∈ Fn に対して，E[Xn, A] ≤ E[Xm, A]であって，
m → ∞とすると，Xm → X∞ in L1であるから，E[Xm, A] → E[X∞, A]である．よっ
て，E[Xn, A] ≤ E[X∞, A]を得る．これは，Xn ≤ E[X∞ | Fn] a.s.を意味する．

劣マルチンゲール {Xn}に対して，ある X∞ ∈ L1 が存在して，Xn ≤ E[X∞ | Fn]で
あったとしても，{Xn}は一様可積分とは限らない．しかし，Xn = E[X∞ | Fn]なら (こ
の場合，{Xn}はマルチンゲールである)，Theorem 22.4より，{Xn}は一様可積分である．
よって，次の系を得る．

Corollary 22.2. {Xn}をマルチンゲールとすると，次の (i)–(iv)は同値である．

(i) {Xn}は一様可積分．

(ii) Xnは a.s.にかつ in L1で収束する．

(iii) Xnは in L1で収束する．

(iv) ∃X∞ ∈ L1 s.t. Xn = E[X∞ | Fn] a.s. ∀n ∈ Z+.

以下，F∞ =
∨
nFnとおく．

Theorem 22.6 (Lévyの上向き定理). 任意のX ∈ L1に対して，E[X | Fn] → E[X | F∞]

a.s. and in L1.

Proof. Yn = E[X | Fn]はマルチンゲールである．Theorem 22.4より，{Yn}は一様可積分
であるから，Theorem 22.2より，Yn → ∃Y∞ a.s. and in L1. 各 YnはF∞可測なので，Y∞
をF∞可測に選べる．ここで，Ynの定義とL1収束より，E[X | Fn] = Yn = E[Y∞ | Fn]で
あるから，E[X,A] = E[Y∞, A] (∀A ∈ Fn)となる．nは任意であるから，等号はA ∈

∪
nFn

に対して成り立つ．
∪
nFnは πシステムであって，{A ∈ F : E[X,A] = E[Y∞, A]}は λ

システムであるから，π-λ定理より，E[X,A] = E[Y∞, A], ∀A ∈ F∞. Y∞ ∈ F∞ より，
Y∞ = E[X | F∞]を得る．

181



Corollary 22.3 (Lévyの 0-1法則). 任意のA ∈ F∞に対して，E[1A | Fn] → 1A a.s.

Lévyの 0-1法則はKolmogorovの 0-1法則の別証明を与える．X1, X2, . . . を独立な r.v.’s

とし，Fn = σ(X1, . . . , Xn)とおく．T を tail σ-fieldとすると，A ∈ T は Fnと独立であ
るから，E[1A | Fn] = P (A). 一方，左辺→ 1A a.s.であるから，P (A) = 1A a.s.となり，
P (A) ∈ {0, 1}を得る．
また，Lévyの上向き定理 (Theorem 22.6)の応用として，次の定理を示す．

Theorem 22.7 (条件付き期待値に対する DCT). Yn → Y∞ a.s., ∃Z ∈ L1 s.t. |Yn| ≤ Z

ならば，E[Yn | Fn] → E[Y∞ | F∞] a.s.

Proof. WN = sup{|Yn−Ym| : n,m ≥ N}とおくと，WN ≤ 2Zであるから，E[WN ] <∞.

また，n ≥ N に対して，|Yn − Y∞| ≤WN a.s.となるから，

lim sup
n

E[|Yn − Y∞| | Fn] ≤ lim
n
E[WN | Fn] = E[WN | F∞].

ここで，WN ↓ 0 as N → ∞より，右辺→ 0. すなわち，lim supnE[|Yn − Y∞| | Fn] = 0

a.s.を得る．Jensenの不等式より，|E[Yn | Fn] − E[Y∞ | Fn]| ≤ E[|Yn − Y∞| | Fn] → 0

a.s. 一方，Lévyの上向き定理より，E[Y∞ | Fn] → E[Y∞ | F∞]となるから，定理の結論
を得る．

Example 22.2 (Kakutaniの定理). {ξm}をE[ξm] = 1なる非負 r.v.’sとし，X0 = 1, Xn =

Xn−1ξn =
∏n
m=1 ξm,F0 = {∅,Ω},Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)とすると，{Xn}は非負マルチン

ゲールであるから，マルチンゲール収束定理より，X∞ = limnXn が a.s. に存在する．
an = E[ξ

1/2
n ]とおく．Jensenの不等式より，0 < an ≤ (E[ξn])1/2 = 1である．

Theorem 22.8 (Kakutani). 次の (i)–(v)は同値である．(i) E[X∞] = 1. (ii) Xn → X∞

in L1. (iii) {Xn}は一様可積分．(iv)
∏∞
n=1 an > 0. (v)

∑∞
n=1(1 − an) <∞.

(i)–(v)のいずれかの条件が成り立たない (従って，すべての条件が成り立たない)なら，

X∞ = 0 a.s.

Proof. (i)–(iii)の同値性は Theorem 6.6から従う．(iv) ⇒ (iii), (i) ⇒ (iv), (iv) ⇔ (v)の
順に証明する．定理の最後の主張は (i) ⇒ (iv)の証明から従う．

(iv) ⇒ (iii).

Yn =
ξ
1/2
1

a1
· · · ξ

1/2
n

an
=

X
1/2
n∏n

m=1 am
(≥ X1/2

n )

とおくと，{Yn}も非負マルチンゲールである．

E[Y 2
n ] =

1

(
∏n
m=1 am)2

≤ 1

(
∏∞
m=1 am)2

<∞
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であるから，Lp最大不等式より，

E

[
sup

0≤m≤n
Xn

]
≤ E

[
max

0≤m≤n
Y 2
n

]
≤ 4 sup

n
E[Y 2

n ] <∞.

左辺においてn→ ∞として，Fatouの補題より，E[supmXm] <∞を得る．従って，{Xn}
は一様可積分である．

(i) ⇒ (iv). 対偶を証明する．
∏∞
n=1 an = 0を仮定して，E[X∞] ̸= 1を示せばよい．Ynは

非負マルチンゲールであるから，有限な limn Ynが a.s.に存在する．しかし，
∏∞
n=1 an = 0

であるから，Xn → 0 a.s., i.e., X∞ = 0 a.s.でなくてはならない．
(iv) ⇔ (v). bn = 1 − an ∈ [0, 1)とおいて，

∏
n(1 − bn) = 0 ⇔

∑
n bn = ∞を示せばよ

い．lim supn bn > 0のとき，
∏
n(1 − bn) = 0 &

∑
n bn = ∞であるから，bn → 0と仮定

してよい．⇐は 1 − x ≤ e−xより，
∏n
m=1(1 − bm) ≤ exp(−

∑n
m=1 bm) → 0．⇒を示す．

bn → 0より，十分大なM に対して，bn ≤ 1/2 ∀n > M . 従って，
∏n
m=M+1(1 − bm) ≥

exp(−2
∑n

m=M+1 bn) (∵ 1 − x ≥ e−2x, 0 ≤ x ≤ 1/2). n→ ∞とすると，左辺→ 0である
から，

∑∞
n=M+1 bn = ∞.

Burkholderの不等式

マルチンゲールは確率不等式を導く強力なテクニックを与える．以下，次のBurkholder

の不等式を証明する．{Fn : n ∈ Z+}を F0 = {∅,Ω}なるフィルトレーションとする．ま
た，確率過程 {Xn : n ∈ Z+}に対して，

[X]n =

n∑
m=1

(Xm −Xm−1)
2, n ∈ N

と定義する．{[X]n : n ∈ N}は {Xn}の 2次変動過程 (quadratic variation process)と呼
ばれる．

Theorem 22.9 (Burkholder (1966)). {Xn : n ∈ Z+}をX0 = 0なるマルチンゲールと
する． このとき，与えられた 1 < p <∞に対して，pのみに依存する定数Ap, Bpが存在
して，各 n ∈ Nに対して，

Ap(E[[X]p/2n ])1/p ≤ (E[|Xn|p])1/p ≤ Bp(E[[X]p/2n ])1/p (∗)

が成り立つ．

{Xm−Xm−1}が独立な r.v.’sの場合は，Burkholderの不等式はMarcinkiewicz-Zygmund

(cf. Exercise 8.5)の不等式に帰着する．定理の証明のために，いくつかの補題を証明する．
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Lemma 22.2. {Xn : n ∈ Z+}をX0 = 0なるマルチンゲールまたは非負劣マルチンゲー
ルとする．いま，α > 0に対して，

N =

min{1 ≤ m ≤ n : |Xm| > α} if max1≤m≤n |Xm| > α

n+ 1 otherwise

と定義すると，
E[[X]N−1] + E[X2

N−1] ≤ 2αE[|Xn|]

が成り立つ．

Proof. Ym = Xm, 0 ≤ m ≤ n, Ym = Xn,m ≥ n+ 1とおき，em = Ym − Ym−1,m ∈ Nと
おく．このとき，

[X]N−1 +X2
N−1 =

N−1∑
m=1

e2m + Y 2
N−1 = 2Y 2

N−1 − 2
∑

1≤k<m≤N−1

ekem

= 2YN−1(YN − eN ) − 2
N−1∑
m=2

Ym−1em = 2YNYN−1 − 2
N∑
m=2

Ym−1em

となる．ここで，{m ≤ N} = {N ≤ m− 1}c ∈ Fm−1であるから，

E

[
N∑
m=2

Ym−1em

]
= E

[
n∑

m=2

Ym−1E[em | Fm−1]1{m≤N}

]
≤ 0.

あとは，|YN−1| ≤ αより，E[YNYN−1] ≤ αE[|YN |] ≤ αE[|Yn+1|] = αE[|Xn|]を得る．

Lemma 22.3. {Xm : n ∈ Z+}をX0 = 0なる非負劣マルチンゲールとし，与えられた
θ > 0に対して，Y = max{θ[X]

1/2
n ,max1≤m≤nXm}とおく．このとき，あらゆる α > 0

に対して，
αP (Y > βα) ≤ 3E[Xn1{Y >α}]

が成り立つ．ただし，β = (1 + 2θ2)1/2である．さらに，あらゆる 1 < p <∞に対して，

(E[[X]p/2])1/p ≤ 9p1/2q(E[Xp
n])1/p

が成り立つ．ただし，q = p/(p− 1)である．

Proof. β > 1より，

P (Y > βα) ≤ P

(
max

1≤m≤n
Xm > α

)
+ P

{
θ[X]1/2n > βα, max

1≤m≤n
Xm ≤ α

}
.

184



Doobの不等式より，右辺第 1項≤ α−1E[Xn1{max1≤m≤nXm>α}] ≤ α−1E[Xn1{Y >α}]であ
る．次に，Ym = Xm1{θ[X]

1/2
m >α}, m ∈ Z+とおくと，{Ym : n ∈ Z+}は非負劣マルチン

ゲールである．{
θ[X]1/2n > βα, max

1≤m≤n
Xm ≤ α

}
⊂
{

[Y ]1/2n > α, max
1≤m≤n

Ym ≤ α

}
(∗∗)

を示そう．

M =

min
{

1 ≤ m ≤ n : θ[X]
1/2
m > α

}
if {· · · } ̸= ∅

n otherwise

とおくと，θ[X]
1/2
n > βαとmax1≤m≤nXm ≤ αが成り立てば，

β2α2 < θ2[X]n = θ2

{
M−1∑
m=1

(Xm −Xm−1)
2 + (XM −XM−1)

2 +

n∑
m=M+1

(Xm −Xm−1)
2

}

≤ α2 + θ2α2 + θ2
n∑

m=M+1

(Ym − Ym−1)
2

より，[Y ]n ≥
∑n

m=M+1(Ym − Ym−1)
2 > α2となる．よって，(∗∗)を得る．

あとは，Markovの不等式と Lemma 22.2より，

P

{
[Y ]1/2n > α, max

1≤m≤n
Ym ≤ α

}
≤ α−2E

[
[Y ]n, { max

1≤m≤n
Ym ≤ α}

]
≤ 2α−1E[Yn] ≤ 2α−1E[Xn1{Y >α}]

を得る．
次に，Lp最大不等式の証明と同様の議論により，

θ(E[[X]p/2])1/p ≤ (E[Y p])1/p ≤ 3βpq(E[Xp
n])1/p

を得る．θ = p−1/2とおくと，βp = (1 + 2/p)p/2 < e < 3であるから，2番目の不等式も
得る．

Proof of Theorem 22.9. Lemma 22.3を {X+
n }と {X−

n }に適用して，

(E[[X]p/2n ])1/p ≤ 18p1/2q(E[|Xn|p])1/p (∗3)

を得る．よって，(∗)の左側の不等式がAp = 1/(18p1/2q)として成り立つ．
次に，(∗)の最右辺を有限と仮定して，右側の不等式を証明する (最右辺が+∞なら何

も証明することはない)．このとき，E[|Xn|p] < ∞である．さらに，E[|Xn|p] > 0と仮
定してよい．Y = sgn(Xn)|Xn|p−1/(E[|Xn|p])(p−1)/pとおくと，E[|Y |q] = 1, E[XnY ] =

(E[|Xn|p])1/p となる．Ym = E[Y | Fm], m ∈ Z+ とおくと，{Ym}はマルチンゲール
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であって，(∗3)より，(E[[Y ]
q/2
n ])1/q ≤ 18q1/2p(E[|Yn|q])1/q = 18q1/2pとなる．さらに，

Cauchy-Schwarzの不等式とHölderの不等式より，

E[XnY ] = E

[
n∑

m=1

(Xm −Xm−1)(Ym − Ym−1)

]
≤ E[[X]1/2n [Y ]1/2n ]

≤ (E[[X]p/2n ])1/p(E[[Y ]q/2n ])1/q ≤ 18q1/2p(E[[X]p/2n ])1/p

を得る．よって，(∗)の右側の不等式がBp = 18q1/2pとして成り立つ．

演習問題

Exercise 22.1. M,N を停止時刻とし，M ≤ N とする．また，

Hn =

1 if M < n ≤ N

0 otherwise

とおく．このとき，{Hn}が可予測であることを示せ．また，{Xn}が (劣/優)マルチン
ゲールなら，{XN∧n −XM∧n : n ∈ Z+}も (劣/優)マルチンゲールであることを示せ．

Exercise 22.2. {Xn}を劣マルチンゲールとする．いま，∃X∞ ∈ L1 s.t. Xn ≤ E[X∞ | Fn]

a.s. ∀n ∈ Z+とする．

(a) {Xn}が非負なら，{Xn}は一様可積分であることを示せ．

(b) {Xn}は一般には一様可積分とは限らない．反例を構成せよ．

Exercise 22.3. {Xn}を非負劣マルチンゲールとし，X̄n = max0≤m≤nXmとおく．この
とき，

E[X̄n] ≤ e

e− 1

{
1 + E[Xn log+Xn]

}
を示せ．ただし，log+ x = max{log x, 0}である．
ヒント：a, b > 0に対して，a log b ≤ a log+ a+ e−1b.

この評価より，非負劣マルチンゲール {Xn}に対して，supnE[Xn log+Xn] < ∞であ
れば，E[supnXn] < ∞となる．特に，{Xn}は一様可積分である．じつはこの評価は一
様には改善できないことが次の定理からわかる．

Theorem 22.10 (Gundy). {Xn}を非負マルチンゲールとし，ある定数 C > 0が存在し
て，Xn+1 ≤ CXn a.s. (∀n)とする．このとき，

E[X0 log+X0] ∨ E[sup
n
Xn] <∞ ⇒ sup

n
E[Xn log+Xn] <∞.
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Proof. 証明はNeveu (1975)による．α > 0に対して，Nα := inf{n : Xn > α}とおくと，

E[Xn, {0 < Nα ≤ n}] =
n∑
k=1

E[Xn, {Na = k}] =
n∑
k=1

E[E[Xn | Fk], {Nα = k}]

=
n∑
k=1

E[Xk, {Nα = k}] = E[XNα , {0 < Nα ≤ n}] ≤ CαP (0 < Nα ≤ n)

である．最後の不等号は {0 < Nα ≤ n}上でXNa ≤ CXNα−1 ≤ Cαであるから．よって，

E[Xn, {X̄n > α}] ≤ E[Xn, {X0 > 0}] + E[Xn, {0 < Nα ≤ n}]

≤ E[X0, {X0 > α}] + CαP (0 < Nα ≤ n).

両辺を測度 1[1,∞)α
−1dαに関して積分して，

E[Xn log+ X̄n] ≤ E[X0 log+X0] + CE[X̄n]

を得る．左辺はE[Xn log+Xn]で下からバウンドできる．そこで，n→ ∞として，

sup
n
E[Xn log+Xn] ≤ E[X0 log+X0] + CE[sup

n
Xn] <∞

を得る．

Exercise 22.4. {Xn} ⊂ L2 を非負マルチンゲールとし，ある定数 c ≥ 1が存在して，
(Xn+1−Xn)2 ≤ cE[(Xn+1−Xn)2 | Fn] a.s. (∀n)とする．このとき，Xn+1 ≤ (1 + 2c)Xn

a.s. (∀n)を示せ．

期待値が 0に収束する非負優マルチンゲールをポテンシャル (potential)と呼ぶ．

Exercise 22.5. {Xn}を優マルチンゲールとし，supnE[X−
n ] <∞とする．このとき，あ

る一様可積分マルチンゲール {Mn}とポテンシャル {Vn}が存在して，Xn = Mn+Vn (∀n)

a.s.と表せることを示せ．またこの分解は a.s.に一意であることを示せ．

Exercise 22.6 (Riesz 分解). {Xn} を非負優マルチンゲールとする．このとき，Yn =

limmE[Xn+m | Fn]が a.s.に存在し，{Yn}は非負マルチンゲールであることを示せ．さ
らに，Zn = Xn − Ynとおくと，{Zn}はポテンシャルであることを示せ．Xn = Yn + Zn

の分解をRiesz分解と呼ぶ．

Exercise 22.7. Riesz分解において，{Y ′
n}を Y ′

n ≤ Xn (∀n) a.s.なる劣マルチンゲール
とすると，Y ′

n ≤ Yn (∀n) a.s.となることを示せ．

Exercise 22.8 (Krickeberg分解). {Xn}を L1有界なマルチンゲールとする．このとき，
Yn = limmE[X+

n+m | Fn]と Zn = limmE[X−
n+m | Fn]が a.s.に存在することを示せ．ま

た，{Yn}と {Zn}は L1有界な非負マルチンゲールであって，Xn = Yn − Zn (∀n) a.s.を
みたすことを示せ．この分解をKrickeberg分解と呼ぶ．マルチンゲールがL1有界である
ためには，それが L1有界な非負マルチンゲールの差で表されることが必要十分である．
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Exercise 22.9. Krickeberg分解において，{Y ′
n}と {Z ′

n}をそれぞれ非負マルチンゲール
とし，Xn = Y ′

n − Z ′
n (∀n) a.s.をみたすとすると，Yn ≤ Y ′

n, Zn ≤ Z ′
n (∀n) a.s.となるこ

とを示せ．

Exercise 22.10. −∞ < a < b < ∞とする．関数 f : [a, b] → Rが絶対連続 (absolutely

continuous)であるとは，任意の ε > 0に対して，ある δ > 0が存在して，

a ≤ a1 < b1 ≤ · · · ≤ ak < bk ≤ b, k ∈ N,
k∑
ℓ=1

(bℓ − aℓ) < δ ⇒
k∑
ℓ=1

|f(bℓ) − f(aℓ)| < ε

となることを言う．本問の目標は次の定理 (の必要性の部分)を証明することである 14．

Theorem 22.11. 関数 f : [a, b] → Rが絶対連続であるための必要十分条件は，ある
g ∈ L1([a, b],B[a,b], λ)が存在して，

f(x) − f(a) =

∫ x

a
g(y)dy, x ∈ [a, b] (∗)

と表せることである．

以下，a = 0, b = 1とし，f : [0, 1] → Rを絶対連続とする．また，確率空間を (Ω,F , P ) =

([0, 1],B[0,1], λ)とし，An,i = [(i− 1)2−n, i2−n), i = 1, . . . , 2n − 1, An,2n = [1− 2−n, 1]と
おいて，Fn = σ({An,i : i = 1, . . . , 2n})と定義する．

(a) bn,i = 2n{f(i2−n) − f((i− 1)2−n)}とおいて，Xn(ω) =
∑2n

i=1 bn,i1An,i(ω)と定義す
る．このとき，{Xn}は {Fn}に関するマルチンゲールであることを示せ．

(b) {Xn}が一様可積分であることを示し，(∗)をみたす g ∈ L1([0, 1],B[0,1], λ)の存在を
示せ．

ヒント：M := supnE[|Xn|] <∞を示せ．これから，P (|Xn| > ρ) ≤M/ρを得る．

Remark 22.1. あとで証明する Lebesgueの微分定理より，f が (∗)の形に表せるなら，f
は λ-a.e. x ∈ [a, b]において微分可能であって，f ′ = g λ-a.e. x ∈ [a, b]となる．

14十分性の部分はすでに演習問題に現れた．
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23 バックワード・マルチンゲール

{Fn : n ≤ 0}を F の sub σ-fieldsの増加列とする．

F0 ⊃ F−1 ⊃ F−2 ⊃ · · · .

確率過程 {Xn : n ≤ 0}がバックワード・マルチンゲール (backward martingale)である
とは，次の 3条件がみたされることを言う．

(i) E[|Xn|] <∞ ∀n ≤ 0.

(ii) Xn ∈ Fn ∀n ≤ 0.

(iii) E[Xn+1 | Fn] = Xn a.s. ∀n ≤ −1.

ところで，(iii)より
Xn = E[X0 | Fn], n ≤ 0

であるから，{Xn : n ≤ 0}は一様可積分である．

Theorem 23.1. F−∞ =
∩
n≤0Fnとおく．バックワード・マルチンゲール {Xn : n ≤ 0}

に対して，n→ −∞とすると，Xn → E[X0 | F−∞] a.s. and in L1.

Proof. Un をX−n, . . . , X0 が [a, b]を上向きに横断する回数とすると，上向き横断不等式
より，(b− a)E[Un] ≤ E[(X0 − a)+]を得る. n→ ∞とすると，0 ≤ Un ↑ U∞ := supm Um

であって，Fatouの補題より，E[U∞] < ∞を得る. あとはマルチンゲール収束定理の証
明と同様にして，∃X−∞ ∈ L1 s.t. Xn → X−∞ a.s. (n → −∞)が示される．ここで，
{Xn : n ≤ 0}は一様可積分であるから，Xn → X−∞ in L1も従う．
次に，X−∞ = E[X0 | F−∞]を示す．まず，任意のm ≤ 0に対して，Xn ∈ Fm (∀n ≤ m)

であるから，X−∞ ∈ Fm である．厳密には，X−∞ のとり方は確率 0の集合上で任意性
があり，その分だけFmの外側にいるかもしれないので，都合のよいX−∞をとってくる．
E := {有限な limn→−∞Xnが存在する } ∈ Fmより，

X̃−∞(ω) =

limn→−∞Xn(ω) if ω ∈ E

0 if ω ∈ Ec

とおくと，X̃−∞ ∈ Fmであり, X̃−∞ = X−∞ a.s. そこでX−∞を X̃−∞に取り替えればよ
い．m ≤ 0は任意であるから，X−∞ ∈

∩
m≤0Fm = F−∞. 一方，Xn = E[X0 | Fn]より，

A ∈ F−∞ ⊂ Fnに対して，E[Xn, A] = E[X0, A]となる．n→ −∞とすると，Xn → X−∞

in L1より，左辺→ E[X−∞, A]となるから，X−∞ = E[X0 | F−∞]を得る．

Corollary 23.1 (Lévyの下向き定理). 任意の Y ∈ L1 に対して，n → −∞とすると，
E[Y | Fn] → E[Y | F−∞] a.s. and in L1.
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Proof. Xn = E[Y | Fn]はバックワード・マルチンゲールであるから，n → −∞のとき，
Xn → E[X0 | F−∞] = E[E[Y | F0] | F−∞] = E[Y | F−∞] a.s. and in L1となる.

{Xn : n ≤ 0}がバックワード・劣マルチンゲールであるとは，E[|Xn|] < ∞, Xn ∈
Fn (∀n ≤ 0)，E[Xn+1 | Fn] ≥ Xn a.s. (∀n ≤ −1)の 3条件がみたされることを言う．

Theorem 23.2 (Doob分解). {Xn : n ≤ 0}をバックワード・劣マルチンゲールとし，
infn≤0E[Xn] > −∞とする．このとき，適当なバックワード・マルチンゲール {Mn}と
可予測な増加過程 {An} (i.e., An ∈ Fn−1 (∀n ≤ 0)かつ a.s.にAn+1 ≥ An (∀n ≤ −1))で
あって，An ↓ 0 a.s. (n → −∞)となるものが存在して，a.s.にXn = Mn + An (∀n ≤ 0)

なる分解が成り立つ．さらに，n→ −∞のとき, Xnは a.s.にかつ in L1で収束する．

特に，期待値が下に有界なバックワード・劣マルチンゲールは一様可積分である．

Proof. Dn = E[Xn | Fn−1] − Xn−1, n = 0,−1, . . . とおくと，Dn ≥ 0 a.s. であり，
K = infn≤0E[Xn] > −∞ とおくと，E[Xn] ↓ K (n → −∞) より，E[

∑
n≤0Dn] =∑

n≤0E[Dn] =
∑

n≤0E[Xn−Xn−1] = E[X0]−Kであるから，
∑

n≤0Dnは可積分な r.v.

に収束する．いま，An =
∑

k≤nDk, n = 0,−1, . . . とおくと，An ∈ Fn−1であり，a.s.に
A0 ≥ A−1 ≥ . . . ↓ 0となる．また，Mn = Xn −Anとおくと，

E[Mn+1 | Fn] = Xn +Dn+1 −An+1 = Xn −An = Mn

であるから，{Mn}はバックワード・マルチンゲールである．さらに，n → −∞のとき，
An → 0 a.s. and in L1であるから，

Xn = Mn +An → E[M0 | F−∞] a.s. and in L1

を得る．

Hewitt-Savageの 0-1法則と de Finettiの定理

バックワード・マルチンゲールに対する収束定理 (Theorem 23.1)と Lévyの下向き定理
(Corollary 23.1)の応用として，Hewitt-Savageの 0-1法則と de Finettiの定理を証明する．
ここでは，可測空間 (Ω,F)と r.v.’s Xn, n ∈ Nは

Ω = SN = S × S × · · · ,
F = SN = S × S × · · · ,
Xn(ω) = Xn(ω1, ω2, . . . ) = ωn

とする．Nの有限置換 πとは，NからNへの全単射であって，有限個の iを除いて π(i) = i

となるものを指す．ΣをNの有限置換の全体とする．π ∈ Σ, ω ∈ Ωに対して，(πω)i = ωπ(i)
と定義して，A ⊂ Ωに対して，π−1A = {ω : πω ∈ A}とすると，

E := {A ∈ F : π−1A = A, ∀π ∈ Σ}
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は σ-fieldである．E を exchangeable σ-fieldと呼ぶ．直感的には，E に属する事象は有限
個のXiを入れ替えても不変な事象と理解できる．
n ∈ Nに対して，Σn = {π ∈ Σ : π(i) = i, i ≥ n+ 1}とおいて，さらに

En = {A ∈ F : π−1A = A, ∀π ∈ Σn}

と定義すると，Enも σ-fieldで，E =
∩
n Enとなる．直感的には，Enに属する事象は最初

のX1, . . . , Xnを入れ替えても不変な事象と理解できる．
r.v.’s X1, X2, . . . が exchangeableであるとは，任意の π ∈ Σに対して，

(Xπ(1), . . . , Xπ(n), . . . )
d
= (X1, . . . , Xn, . . . ) (∗)

となることを言う．(∗)の意味は，左辺と右辺の (SN,SN)上の分布が等しいことである．
(SN,SN)上の 2つの p.m.’sが等しいことは，その f.d.d.’sがすべて等しいことと同値であ
るから，X1, X2, . . . が exchangeableであるための必要十分条件は，各 n ∈ Nと {1, . . . , n}
のあらゆる置換 πに対して，

(Xπ(1), . . . , Xπ(n))
d
= (X1, . . . , Xn)

となることである．

Lemma 23.1. X1, X2, . . . が exchangeableなら，E[|φ(X1, . . . , Xk)|] <∞となる任意の
可測関数 φ : Sk → Rに対して，n→ ∞とすると，

An(φ) :=
1

(n)k

∑
1≤i1,...,ik≤n

i1,...,ikは相異なる

φ(Xi1 , . . . , Xik) → E[φ(X1, . . . , Xk) | E ] a.s.

が成り立つ．ただし，(n)k = n(n− 1) · · · (n− k + 1) である．

Proof. An(φ) ∈ EnとX1, X2, . . . の exchangeabilityより，

An(φ) = E[An(φ) | En] =
1

(n)k

∑
E[φ(Xi1 , . . . , Xik) | En] = E[φ(X1, . . . , Xk) | En].

Y = φ(X1, . . . , Xk),Fn = E−n とおくと，A−n(φ) = E[Y | Fn], n ≤ −1であるから，
n→ −∞として，A−n(φ) → E[Y | F−∞] = E[Y | E ] a.s.

Theorem 23.3 (Hewitt-Savageの 0-1法則). X1, X2, . . . が i.i.d.なら，あらゆる A ∈ E
に対して，P (A) ∈ {0, 1}である.

Proof. φ : Sk → Rを有界可測とすると，E[φ(X1, . . . , Xk) | E ] = limnAn(φ) a.s.

An(φ) =
1

(n)k

∑
1/∈{i1,....ik}

+
1

(n)k

∑
1∈{i1,...,ik}
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と分割すると，

|(第 2項)| ≤ k(n− 1)k−1

(n)k
∥φ∥u → 0.

第 1項はX1に依存しないので，

E[φ(X1, . . . , Xk) | E ] ∈ σ(X2, X3, . . . ).

より正確に述べると，E[φ(X1, . . . , Xk) | E ]のバージョンで，σ(X2, X3, . . . )可測なものが
存在する．この操作を繰り返すと，

E[φ(X1, . . . , Xk) | E ] ∈ σ(Xk+1, Xk+2, . . . ).

φ(X1, . . . , Xk)はσ(Xk+1, Xk+2, . . . )と独立であるから，直感的には左辺はE[φ(X1, . . . , Xk)]

に等しいことが予想される．実際，次の補題が成り立つ．

Lemma 23.2. E[X2] < ∞, E[X | G] ∈ Hとする．このとき，X と Hが独立ならば，
E[X | G] = E[X].

Proof of Lemma 23.2. Y = E[X | G]とおくと，E[Y 2] ≤ E[X2] < ∞. Y ∈ Hと X

とHの独立性より，E[XY ] = E[X]E[Y ] = (E[Y ])2. 一方，条件付き期待値の性質より，
E[(X−Y )Y ] = 0, i.e., E[Y 2] = (E[Y ])2. 従って，Var(Y ) = 0であるから，Y = E[Y ].

この補題より，
E[φ(X1, . . . , Xk) | E ] = E[φ(X1, . . . , Xk)].

特に，φ = 1B, B ∈ Skとすると，A ∈ E に対して，

P (A ∩ {(X1, . . . , Xk) ∈ B}) = E[1B(X1, . . . , Xk), A]

= E[E[1B(X1, . . . , Xk) | E ], A] = P (A)P ((X1, . . . , Xk) ∈ B)

であるから，Eと σ(X1, . . . , Xk) =: Gkは独立である．kは任意であって，
∪
k GkはΩを含

む πシステムであるから，E と
∨
k Gkは独立である．特に，A ∈ E に対して，E ⊂

∨
k Gk

よりA ∈
∨
k Gkと考えると，AはA自身と独立であり，P (A) = P (A∩A) = P (A)2より，

P (A) ∈ {0, 1}を得る.

Remark 23.1 (SLLNの別証明). X1, X2, . . . を i.i.d. (R-valued) r.v.’とし，E[|X1|] <∞
とする．このとき，Lemma 23.1より，n−1

∑n
i=1Xi → E[X1 | E ] a.s. ここで，Hewitt-

Savageの 0-1法則より，E[X1 | E ] = E[X1]となるから，SLLNが示された．

Theorem 23.4 (de Finetti). X1, X2, . . . がexchangeableなら，任意のk ∈ NとA1, . . . , Ak ∈
S に対して，

P (X1 ∈ A1, . . . , Xk ∈ Ak | E) = P (X1 ∈ A1 | E) · · ·P (X1 ∈ Ak | E).
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Proof. f : Sk−1 → R, g : S → Rを有界可測関数とし，In,k を相異なる k個の整数の組
1 ≤ i1, . . . , ik ≤ nの全体とする．このとき，

(n)k−1An(f)nAn(g) =
∑
In,k−1

f(Xi1 , . . . , Xik−1
)
∑
m

g(Xm)

=
∑
In,k

f(Xi1 , . . . , Xik−1
)g(Xik) +

∑
In,k−1

k−1∑
j=1

f(Xi1 , . . . , Xik−1
)g(Xij ).

φ(x1, . . . , xk) = f(x1, . . . , xk−1)g(xk), φj(x1, . . . , xk−1) = f(x1, . . . , xk−1)g(xj)とおくと，

右辺 = (n)kAn(φ) + (n)k−1

k−1∑
j=1

An(φj).

ここで，
(n)k−1n

(n)k
=

n

n− k + 1
,

(n)k−1

(n)k
=

1

n− k + 1

より，

An(φ) =
n

n− k + 1
An(f)An(g) − 1

n− k + 1

k−1∑
j=1

An(φj).

n→ ∞として，

E[f(X1, . . . , Xk−1)g(Xk) | E ] = E[f(X1, . . . , Xk−1) | E ]E[g(Xk) | E ].

この操作を繰り返すと，任意の有界可測関数 fj : S → Rに対して，

E

 k∏
j=1

fj(Xj) | E

 =

k∏
j=1

E[fj(Xj) | E ] =

k∏
j=1

E[fj(X1) | E ]

となることが示される．

Sが標準 Borel空間なら，E を与えたときの (X1, X2, . . . )の r.c.d.が存在するので，de

Finettiの定理は，E を条件付けたとき，X1, X2, . . . が i.i.d.になることを述べている．特
に，Xi ∈ {0, 1}のとき，P (X1 = 1 | E)の d.f.を F とおくと，次の定理を得る．

Theorem 23.5. X1, X2, . . . が exchangeableで，{0, 1}に値をとるなら，[0, 1]に集中し
た d.f. F が存在して，

P (X1 = 1, . . . , Xk = 1, Xk+1 = 0, . . . , Xn = 0) =

∫
[0,1]

θk(1 − θ)n−kdF (θ)

となる．

Remark 23.2. 本節の最後に扱った，exchangeabilityや de Finittiの定理に関しては，
Aldous (1985)が参考になる．
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演習問題

Exercise 23.1. X1, X2, . . . を exchangeableな (R-valued) r.v.’sとし，E[X2
1 ] = 1とする．

(a) E[XiXj ] (i ̸= j)の値は i ̸= jの選び方によらないことを示し，E[X1X2] ≥ 0を示せ．

(b) 与えられた ρ ∈ [0, 1]に対して，ρ = E[X1X2]となるような X1, X2, . . . の例を与
えよ．

Dirichlet分布の定義. Ga(α, β)をシェイプパラメータ α ≥ 0，逆スケールパラメータ
β > 0をもつガンマ分布とする．ただし，Ga(0, β)は 0に退化した分布である．α > 0の
とき，Ga(α, β)は密度関数 {βα/Γ(α)}xα−1e−βx1(0,∞)(x) をもつ．Γ(α)はガンマ関数で
ある：Γ(α) =

∫∞
0 xα−1e−xdx.

いま，α1, . . . , αk ≥ 0 の少なくとも 1 つは正であるとし，G1, . . . , Gk を独立な r.v.’s

であって，Gj ∼ Ga(αj , 1)とする．ここで，Yj = Gj/
∑k

i=1Gi (j = 1, . . . , k)とおい
たとき，(Y1, . . . , Yk)の同時分布をパラメータ (α1, . . . , αk)をもつ Dirichlet分布と呼び，
D(α1, . . . , αk)と表す．

Exercise 23.2. (Blackwell-MacQueen の壺) 壺のなかに k 色のボールが入っていると
し，色を 1, . . . , kでラベルする．色 j のボールは αj 個あるとすると，壺のなかには最初
α1 + · · ·+αk =: α個のボールが入っている．まず壺のなかのボールをランダムに 1つ選び，
その色の番号をX1とする．次に最初にとったボールを壺に戻し，さらにX1と同じ色の
ボールを 1つ壺に追加し，再び壺のなかからランダムにボールを 1つ選び，その色の番号
をX2とする．この操作を繰り返して，r.v.’s X1, X2, . . . を得る．n+ 1回目の操作の直前
に，壺に入っている色 jのボールの個数は αj +

∑n
i=1 δXi(j)である．ただし，δXi(j) = 1

if Xi = j, δXi(j) = 0 if Xi ̸= jである．

(a) (X1, . . . , Xn)の同時分布は

P (X1 = j1, . . . , Xn = jn) =
1

αn

k∏
j=1

(αj)
[n(j)], 1 ≤ j1, . . . , jn ≤ k

と表せることを示せ．ただし，n(j) = Card({i ∈ {1, . . . , n} : ji = j}, (a)[m] =

a(a+ 1) · · · (a+m− 1)である．

(b) X1, X2, . . . が exchangeableであることを示せ．

(c) (b)と de Finettiの定理より，exchangeable σ-field Eを条件付けたとき，X1, X2, . . .

は i.i.d.である．そこで，Yj = P (X1 = j | E) (j = 1, . . . , k) とおくと，Y1, . . . , Yk
は Y1 + · · · + Yk = 1 a.s.となる非負 r.v.’sであり，

P (X1 = j1, . . . , Xn = jn | E) = Yj1 · · ·Yjn =
k∏
j=1

Y
n(j)
j
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をみたす．このとき，(Y1, . . . , Yk) ∼ D(α1, . . . , αk)を示せ．

ヒント：(Z1, . . . , Zk) ∼ D(α1, . . . , αk)とすると，∀β1, . . . , βk ∈ Z+, E[
∏k
j=1 Y

βj
k ] =

E[
∏k
j=1 Z

βj
k ]を示せ．

(d) n→ ∞のとき，(
α1 +

∑n
i=1 δXi(1)

α+ n
, . . . ,

αk +
∑n

i=1 δXi(k)

α+ n

)
→ (Y1, . . . , Yk) a.s.

を示せ．

Exercise 23.3. 本節後半の設定に従うとし，X1, X2, . . . を i.i.d.とする．Aを可測関数
f : S → Rからなる可算集合とし，F (x) := supf∈A |f(x)|はE[F (X1)] <∞をみたすとす
る．ここで，Yn = supf∈A |n−1

∑n
i=1{f(Xi)−E[f(Xi)]}|とおいたとき，{Y−n : n ≤ −1}

は {E−n : n ≤ −1}に関するバックワード・劣マルチンゲールであることを示せ．
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24 任意停止定理

確率過程 {Xn : n ∈ Z+}に対して，有限な limnXnが a.s.に存在するときは，

X∞(ω) =

limnXn(ω) if 有限な limnXn(ω)が存在する

0 otherwise

と定義しておく．{Xn}が適合過程なら，X∞は存在すれば F∞(:=
∨
nFn)可測な r.v.で

ある．このとき，任意の停止時刻N に対して，N(ω) = ∞のときは，XN(ω)(ω) = X∞(ω)

と定義しておけば，XN(ω)(ω)がすべての ω ∈ Ωに対して定義される．
停止時刻N に対して，

FN := {A ∈ F∞ : A ∩ {N = n} ∈ Fn ∀n ∈ Z+}

と定義する．FN は σ-fieldである (A ∈ FN ⇒ Ac ∈ FN だけ確認してみると，Ac ∩ {N =

n} = {N = n} \ (A ∩ {N = n}) ∈ Fn)．容易に確認できるように，N ≡ n ∈ Z+ ∪ {+∞}
なら，FN = Fnである．また，{N ≤ n} ∈ FN であるから，N は FN 可測である．

Lemma 24.1. M,N を停止時刻とする．(i) 適合過程 {Xn : n ∈ Z+}に対して，N <∞
a.s.であるかX∞が存在すれば，XN ∈ FN．(ii) M(ω) ≤ N(ω) (∀ω ∈ Ω)なら，FM ⊂ FN．
(iii) FM ∩ FN = FM∧N .

ところで，N <∞ a.s.であってもN(ω) = ∞となる ωは存在するかもしれない．X∞

が定義されない場合，N(ω) = ωとなる ωに対しては，XN(ω)(ω)は定義されないことに
なるが，その場合はXN を a.s.に定義された r.v.とみなす．

Proof. 演習問題とする．

本節の目標は任意停止定理 (optional stopping theorem)を証明することである．任意
停止定理とは，おおまかに言って，適当な仮定のもとで，マルチンゲール性が確定的な時
刻をランダムな停止時刻に置き換えても保存されることを主張するものである．以下，停
止時刻M,N に対して，M ≤ N と書いたら，M(ω) ≤ N(ω) (∀ω ∈ Ω)を意味するものと
する (M ≤ N a.s.ではない)．

Theorem 24.1 (任意停止定理). {Xn : n ∈ Z+}を確率過程とする．

(i) N を停止時刻とし，{XN∧n : n ∈ Z+}は一様可積分な劣マルチンゲールであると
する．このとき，M ≤ N なる任意の停止時刻M に対して，XM は可積分であり，
XM ≤ E[XN | FM ] a.s.が成り立つ．

(ii) {Xn}が非負優マルチンゲールなら，任意の停止時刻N に対して，XN は可積分で
あり，任意の停止時刻M ≤ N に対して，XM ≥ E[XN | FM ] a.s.が成り立つ．
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(i) において，M = N とすれば，XN の可積分性も保証されている．もちろん，(i)

において，{XN∧n} が一様可積分なマルチンゲールなら，XM = E[XN | FM ] a.s. が
成り立つ ({Xn} と {−Xn} に対して，定理を適用すればよい)．しかし，(ii) において，
{Xn}が非負マルチンゲールであっても，XM = E[XN | FM ]となるとは限らない．例
えば，{Xn}を Example 21.4に現れた非負マルチンゲールとすると，X∞ = 0であるが，
E[Xn] = E[X0] = 1である (M = 0, N = ∞とせよ)．
定理の証明の前に，{XN∧n}が一様可積分な劣マルチンゲールとなるための十分条件を

述べておく．

Lemma 24.2. 劣マルチンゲール {Xn}と停止時刻N に対して，{XN∧n : n ∈ Z+}が一
様可積分であるためには，次の (a)–(c)のいずれかの条件がみたされれば十分である．

(a) N が有界．

(b) {Xn}が一様可積分．

(c) N ∈ L1であって，ある定数Bが存在して，E[|Xn+1 −Xn| | Fn] ≤ B a.s. ∀n.

Proof. (a). N ≤ kとすると，|XN∧n| ≤ max0≤m≤k |Xm|であり，右辺は可積分であるか
ら，{XN∧n}は一様可積分である．

(b). {X+
n }は劣マルチンゲールであって，N ∧ nは有界な停止時刻であるから，補題

22.1より，E[X+
N∧n] ≤ E[X+

n ]である．右辺は nに関して有界であるから，{XN∧n}に対
してマルチンゲール収束定理を適用して，XN = limnXN∧n ∈ L1を得る．次に，

E[|XN∧n|, {|XN∧n| > K}]

= E[|XN∧n|, {|XN∧n| > K} ∩ {N > n}] + E[|XN∧n|, {|XN∧n| > K} ∩ {N ≤ n}]

≤ E[|XN |, {|XN | > K}] + sup
m
E[|Xm|, {|Xm| > K}]

であり，K → ∞のとき，右辺→ 0となるから，求める結論を得る．
(c).

|XN∧n| ≤ |X0| +

N−1∑
m=0

|Xm+1 −Xm| = |X0| +

∞∑
m=0

|Xm+1 −Xm|1{N>m}︸ ︷︷ ︸
=:Y

.

Y ∈ L1を示せばよい．{N > m} = {N ≤ m}c ∈ Fmより，

E[|Xm+1 −Xm|1{N>m}] = E[E[|Xm+1 −Xm| | Fm], {N > m}] ≤ BP (N > m).

従って，E[Y ] ≤ B
∑∞

m=0 P (N > m) = BE[N ] <∞.

特に，{Xn}が一様可積分な (劣)マルチンゲールなら，あらゆる停止時刻N に対して，
XN = (≤) E[X∞ | FN ] a.s.となる．
任意停止定理の証明に移る．定理の証明は次の補題による．
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Lemma 24.3. {Xn}を適合過程とし，N を停止時刻とする．いま，M ≤ N なる任意
の停止時刻 M に対して，XM は (少なくとも a.s. に定義された) 可積分 r.v. であって，
E[XM ] ≤ E[XN ]となると仮定する．このとき，M ≤ N なる任意の停止時刻M に対し
て，XM ≤ E[XN | FM ] a.s.となる．

Proof. A ∈ FM に対して，L = M1A + N1Ac とおくと，Lは停止時刻である (Exercise

24.2)．仮定より，XL, XM , XNは可積分であり，E[XN ] ≥ E[XL] = E[XM , A]+E[XN , A
c]

であるから，E[XM , A] ≤ E[XN , A]を得る．よって，XM ≤ E[XN | FM ] a.s．

Proof of Theorem 24.1. (i). Yn = XN∧n とおく．YM = XM , YN = XN であるから，
Lemma 24.3より，YMが可積分であり (よって，YNも可積分であり)，E[YM ] ≤ E[YN ]とな
ることを示せばよい．{Yn}は一様可積分な劣マルチンゲールであるから，Lemma 24.2より，
{YM∧n : n ∈ Z+}は一様可積分である．特に，YMは可積分である．また，Lemma 22.1より，
E[YM∧n] ≤ E[Yn]であり，n→ ∞のとき，E[YM∧n] → E[YM ], E[Yn] → E[Y∞] = E[YN ]

となるから，E[YM ] ≤ E[YN ]を得る．
(ii). {Xn}が非負優マルチンゲールなら，任意の停止時刻 N に対して，E[XN∧n] ≤

E[X0]であるから，Fatouの補題より，E[XN ] ≤ lim infnE[XN∧n] ≤ E[X0]を得る．次
に，M ≤ N を停止時刻とすると，Yn = XN∧nは優マルチンゲールであるから，Lemma

22.1より，E[XM∧n] = E[YM∧n] ≥ E[Yn] = E[XN∧n]. 両辺からE[Xn1{M≥n}]を引いて，

E[XM1{M<n}] ≥ E[XN1{N<n}] + E[Xn1{M<n≤N}]

を得る．ここで，Fatouの補題より，

lim inf
n

E[Xn1{M<n≤N}] ≥ E[X∞1{M<∞,N=∞}]

であり，MCTより，E[XM1{M<n}] ↑ E[XM1{M<∞}], E[XN1{N<n}] ↑ E[XN1{N<∞}]で
あるから，

E[XM1{M<∞}] ≥ E[XN1{N<∞}] + E[X∞1{M<∞,N=∞}]

を得る．両辺にE[XM1{M=∞}] = E[XN1{M=∞}]を加えて (M ≤ N であるから，M = ∞
ならN = ∞である)，E[XM ] ≥ E[XN ]を得る．あとはLemma 24.3より，XM ≥ E[XN |
FM ] a.s.を得る．

次の系の証明は演習問題とする．

Corollary 24.1. {Xn}を劣マルチンゲールとし，ある可積分な r.v. Y が存在して，Xn ≤
E[Y | Fn]とする．このとき，X∞が存在して，任意の停止時刻M ≤ N に対して，XM

とXN は可積分であって，XM ≤ E[XN | FM ] a.s.が成り立つ．

Example 24.1. Y ∈ L1に対して，Xn = E[Y | Fn]とすると，停止時刻N に対して，

XN = E[Y | FN ] a.s.
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である．なぜなら，{Xn}は一様可積分なマルチンゲールであり，Lévyの上向き定理より，
X∞ = E[Y | F∞]であるから，任意停止定理より，XN = E[E[Y | F∞] | FN ] = E[Y | FN ]

a.s.である．
次に，停止時刻M,N に対して，

E[E[Y | FN ] | FM ] = E[Y | FM∧N ] a.s.

を示そう．XN∧n は一様可積分なマルチンゲールであり，limnXN∧n = XN であるから，
任意停止定理より，XN∧M = E[XN | FM ] = E[E[Y | FN ] | FM ] a.s.を得る．

任意停止定理の応用として，Waldの等式を証明する．

Theorem 24.2 (Waldの等式). {ξm}を i.i.d. r.v.’sとし, E[|ξm|] < ∞とする．また，
S0 = 0, Sn =

∑n
m=1 ξm,F0 = {∅,Ω},Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)とおく．このとき，任意の可積

分な停止時刻N に対して，SN は可積分であって，E[SN ] = E[ξ1]E[N ]となる．

Proof. Xn = Sn − nE[ξ1]とおくと，{Xn}はマルチンゲールであり，E[|Xn+1 − Xn| |
Fn] = E[|ξn+1 −E[ξ1]|] ≤ 2E[|ξ1|]であるから，Lemma 24.2と任意停止定理より，SN は
可積分であって，0 = E[X0] = E[XN ] = E[SN ] − E[N ]E[ξ1]を得る．

Theorem 24.3. {ξm}を i.i.d. r.v.’sとし, P (ξm = ±1) = 1/2とする．S0 = 0, Sn =∑n
m=1 ξnとおいて，整数 a < 0 < bに対して，N = inf{n ≥ 1 : Sn ∈ {a, b}}と定義する

と，E[N ] <∞であり，

P (SN = b) =
−a
b− a

, P (SN = a) =
b

b− a

となる．

Proof. x ∈ (a, b)から出発して (b− a)回+1進めば必ず (a, b)から外に出るので，

P (x+ Sb−a /∈ (a, b)) ≥ P (ξ1 = · · · = ξb−a) = 2−(b−a)

となる．この評価を使うと，

P (N > n(b− a)) = P (Sm ∈ (a, b), 1 ≤ ∀m ≤ n(b− a))

≤ P (Sm(b−a) ∈ (a, b), 1 ≤ ∀m ≤ n)

= E[P (Sn(b−a) ∈ (a, b) | F(n−1)(b−a)), {Sm(b−a) ∈ (a, b), 1 ≤ ∀m ≤ n− 1}]

≤ (1 − 2−(b−a))P (Sm(b−a) ∈ (a, b), 1 ≤ ∀m ≤ n− 1))

...

≤ (1 − 2−(b−a))n.

従って，E[N ] <∞. 一方，Waldの等式より，

0 = E[ξ1]E[N ] = E[SN ] = bP (SN = b) + aP (SN = a).

これと P (SN = a) + P (SN = b) = 1を連立させて，最後の主張を得る．
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演習問題

Exercise 24.1. Lemma 24.1を示せ．

Exercise 24.2. M ≤ N を停止時刻とし，任意のA ∈ FM に対して，L = M1A +N1Ac

とおくと，Lは停止時刻であることを示せ．

Exercise 24.3. Corollary 24.1を示せ．

Exercise 24.4. 一様可積分な劣マルチンゲールに対する任意停止定理はDoob分解を経
由しても証明できる．{Xn}を一様可積分な劣マルチンゲールとし，Xn = Mn + An を
Doob分解とする．{An}は増加過程であるから，a.s.にA∞ = limnAnが存在する．

(a) E[A∞] <∞と {Mn}が一様可積分であることを示せ．

(b) N を停止時刻として，F ∈ FN に対して，

E[XN , F ] = E[M∞, F ] + E[AN , F ]

を示せ．これから，
XN = E[M∞ | FN ] +AN a.s.

を得る．

(b)より，停止時刻M ≤ N に対して，FM ⊂ FN より，E[XN | FM ] = E[M∞ | FM ] +

E[AN | FM ] ≥ E[M∞ | FM ] +AM = XM a.s.を得る．

Exercise 24.5. Nを停止時刻とし，あるm ∈ Nと ε ∈ (0, 1)が存在して，P (N ≤ n+m |
Fn) > ε a.s. (∀n ∈ Z+)とする．

(a) P (N > km) ≤ (1 − ε)k (k = 1, 2, . . . )を示せ．ヒント：帰納法．

(b) E[N ] <∞を示せ．

Exercise 24.6 (Waldの第 2等式). {ξm}を i.i.d. r.v.’sとし，E[ξm] = 0, E[ξ2m] <∞と
する．S0 = 0, Sn =

∑n
m=1 ξn,F0 = {∅,Ω},Fn = σ(ξ1, . . . , ξn)とすると，任意の可積分

な停止時刻N に対して，Var(SN ) = Var(ξ1)E[N ]を示せ．
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25 マルチンゲールに関するその他の話題

マルチンゲールCLT

各n ∈ Nに対して，Fn,m ⊂ F , 0 ≤ m ≤ nを σ-fieldsの増加列とする．Xn,m, 1 ≤ m ≤ n

が Fn,m に関するマルチンゲール差分アレイ (martingale difference array)であるとは，
Xn,m ∈ L1, Xn,m ∈ Fn,m, E[Xn,m | Fn,m−1] = 0, 1 ≤ m ≤ nとなることを言う．

Theorem 25.1 (McLeish (1974)). Xn,m, 1 ≤ m ≤ nをFn,mに関するマルチンゲール差
分アレイとし，次の 3条件を仮定する．

(i) supnE[max1≤m≤nX
2
n,m] <∞.

(ii)
∑n

m=1X
2
n,m

P→ 1.

(iii) max1≤m≤n |Xn,m|
P→ 0.

このとき，Sn =
∑n

m=1Xn,m
d→ N(0, 1).

Theorem 25.1の証明は次の補題による

Lemma 25.1. Xn,m, 1 ≤ m ≤ n を (マルチンゲール差分とは限らない) 三角列とし，
Tn(t) =

∏n
m=1(1 + itXn,m), t ∈ Rとおき，次の 3条件を仮定する．

(a) 任意の t ∈ Rに対して，E[Tn(t)] = 1, かつ {Tn(t) : n ∈ N}は一様可積分．

(b)
∑n

m=1X
2
n,m

P→ 1.

(c) max1≤m≤n |Xn,m|
P→ 0.

このとき，Sn =
∑n

m=1Xn,m
d→ N(0, 1).

Proof. t ̸= 0を任意に固定し，Tn(t)を Tnと書く．In = eitSnとおく．E[In] → e−t
2/2を示

せばよい．まず，r(x) = ix+ x2/2−Log(1 + ix) (x ∈ R)とおくと，r(x) = O(|x|3) (x→
0) である．両辺の指数をとって整理して，eix = (1 + ix) exp{−x2/2 + r(x)} を得る．
Un = exp{−t2

∑n
m=1X

2
n,m/2 +

∑n
m=1 r(tXn,m)}とおくと，In = TnUnとなる．ここで，

max1≤m≤n |Xn,m| ≤ 1/(2|t|)のとき，
n∑

m=1

|r(tXn,m)| ≤ O(1)|t|3
n∑

m=1

|Xn,m|3 ≤ O(1)|t|3( max
1≤m≤n

|Xn,m|)
n∑

m=1

X2
n,m

P→ 0.

よって，Un
P→ e−t

2/2 となる．{Tn}は一様可積分なので，特に supnE[|Tn|] < ∞であ
るから，In − Tne

−t2/2 = Tn(Un − e−t
2/2)

P→ 0．あとは左辺が一様可積分であることを
示せば，E[In − Tne

−t2/2] = E[In] − et
2/2 → 0となって，補題の結論を得る．しかし，

{In − Tne
−t2/2 : n ∈ N}が一様可積分であることは，|In| = 1, e−t

2/2 ≤ 1と，{Tn}が一様
可積分であることから従う．
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Proof of Theorem 25.1. Zn,m = Xn,m1{
∑m−1

k=1 X2
n,k≤2} とおくと，Zn,m, 1 ≤ m ≤ n も

Fn,m に関するマルチンゲール差分アレイであり，P (Zn,m ̸= Xn,m, 1 ≤ ∃m ≤ n) ≤
P (
∑n

m=1X
2
n,m > 2) → 0であるから，Zn,mも (i)–(iii)をみたし，P (

∑n
m=1 Zn,m ̸= Sn) →

0となる. 従って，
∑n

m=1 Zn,m
d→ N(0, 1)を示せばよい．Zn,mに対して，Lemma 25.1の

条件 (a)–(c)を確認する．(b)と (c)は仮定からみたされるので，(a)のみ確認すればよい．
t ∈ Rを任意に固定して，Tn =

∏n
m=1(1 + itZn,m)とおくと，

E[Tn] = E[E[Tn | Fn,n−1]] = E

[
n−1∏
m=1

(1 + itZn,m)

]
= · · · = 1

となる. 次に，

Jn =

min{1 ≤ m ≤ n :
∑m

k=1X
2
n,k > 2} if

∑n
m=1X

2
n,m > 2

n otherwise

とおくと，

E[|Tn|2] ≤ 2E

[
n∏

m=1

(1 + t2Z2
n,m)

]
(∵ (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2)

= 2E

[
Jn∏
m=1

(1 + t2Z2
n,m)

]
= 2E

[
Jn∏
m=1

(1 + t2X2
n,m)

]

= 2E

[
Jn−1∏
m=1

(1 + t2X2
n,m)(1 + t2X2

n,Jn)

]

≤ 2E

[
exp

(
t2
Jn−1∑
m=1

X2
n,m

)
(1 + t2X2

n,Jn)

]
(∵ 1 + x ≤ ex)

≤ 2e2t
2 (

1 + t2E[X2
n,Jn ]

)
≤ 2e2t

2

(
1 + t2E[ max

1≤m≤n
X2
n,m]

)
= O(1).

従って，{Tn}は一様可積分である．

Remark 25.1. マルチンゲールCLTを含む，マルチンゲールに対する極限定理とその応
用に関しては，Hall and Heyde (1980)が詳しい．

Hardy-Littlewoodの最大不等式とLebesgueの微分定理

本節では (劣)マルチンゲールをσ-finiteな測度にまで拡張して，その応用として，Hardy-

Littlewoodの最大不等式のマルチンゲールを用いた証明を与える．また，Hardy-Littlewood

の最大不等式から Lebesgueの微分定理を導く．
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(Ω,F , µ)を 0 < µ(Ω) ≤ ∞なる測度空間とし，X ∈ L1(µ)に対して，

Eµ[X] =

∫
Xdµ

と書く．µが p.m.の場合と同様にして，A ∈ F に対して，

Eµ[X,A] =

∫
A
Xdµ

とも書く．GをF の sub σ-fieldであって，µ|G は σ-finiteとする．このとき，Y ∈ G, Y ∈
L1(µ), Eµ[Y,A] = Eµ[X,A] (∀A ∈ G)をみたす任意の r.v. Y を，G を与えたときの µ条
件付き期待値と呼び，Eµ[X | G]と書く．µが p.m.の場合と全く同様の議論により，µ条
件付き期待値の存在と µ-a.e.の意味での一意性が従う．
{Fn : n ∈ Z+}をフィルトレーションとし，µ|F0 は σ-finiteとする．このとき，r.v.’s

{Xn : n ∈ Z+}が {Fn}に関する µマルチンゲールであるとは，{Xn}が {Fn}に適合し
ていて，Xn ∈ L1(µ) (∀n ∈ Z+), かつ Eµ[Xn+1 | Fn] = Xn µ-a.e. (∀n ∈ Z+)となるこ
とを言う．µマルチンゲールの最後の条件において，代わりに Eµ[Xn+1 | G] ≥ Xn µ-a.e.

(∀n ∈ Z+)が成り立つとき，{Xn}を µ劣マルチンゲールと言う．
p.m.に対する (劣)マルチンゲールに対して成立する多くの性質は，µ(劣)マルチンゲー

ルに対しても成り立つ．例えば，次のDoobの不等式を証明してみよう．

Theorem 25.2. {Xn}を µ劣マルチンゲールとし，X̄n = max0≤m≤nXmとおく．この
とき，任意の n ∈ Z+と α > 0に対して，

αµ(X̄n ≥ α) ≤ Eµ[Xn, {X̄n ≥ α}] ≤ Eµ[X+
n ].

Proof. 問題となるのは µ(Ω) = ∞の場合のみである．Ω′ ∈ F0を 0 < µ(Ω′) <∞とし，

F ′ = {E ∩ Ω′ : E ∈ F}, F ′
n = {E ∩ Ω′ : E ∈ Fn}, X ′

n = Xn|Ω′ , P =
µ|F ′

µ(Ω′)

とおくと，{X ′
n}は確率空間 (Ω′,F ′, P )上に定義された {F ′

n}に関する劣マルチンゲール
である．ゆえに，Doobの不等式 (Theorem 22.1)より，

αP

(
max

0≤m≤n
X ′
n ≥ α

)
≤ EP

[
X ′
n, { max

0≤m≤n
X ′
m ≥ α}

]
を得る．これを書き直して，αµ({X̄n ≥ α}∩Ω′) ≤ Eµ[Xn, {X̄n ≥ α}∩Ω′]を得る. そこで，
集合列 Ωℓ ∈ F0を µ(Ωℓ) < ∞ (∀ℓ), Ωℓ ↑ Ωとなるように選ぶと，αµ({X̄n ≥ α} ∩ Ωℓ) ≤
Eµ[Xn, {X̄n ≥ α} ∩ Ωℓ]であり，あとは ℓ→ ∞として求める結論を得る．

以下，(Ω,F , µ) = (Rk,Bk, λk)とし，L1 = L1(Rk,Bk, λk)とする．

Q =
k∏
j=1

[aj , aj + r), a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk, r > 0
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なる形の集合を Rkの立方体 (cube)と呼ぶ．このとき，f ∈ L1に対して，

Mf(x) := sup
Q∋x

1

λk(Q)

∫
Q
|f(y)|dy, x ∈ Rk

と定義する．ただし，supQ∋xは xを含む Rkの立方体Qに関してとるものとする．簡単
にわかるように，Rk ∋ x 7→Mf(x) ∈ [0,∞]は下半連続であるから，特に可測である．

Theorem 25.3 (Hardy-Littlewoodの最大不等式). f ∈ L1に対して，

λk(Mf > α) ≤ (12)k

α
Eλ

k
[|f |], ∀α > 0.

Proof. n ∈ Z, ℓ = (ℓ1, . . . , ℓk) ∈ Zkに対して，

Cn(ℓ) =

k∏
j=1

[
ℓj
2n
,
ℓj + 1

2n

)
とおいて，各 η ∈ {0, 1}kに対して，Rkの分割

Pn(η) =

{
(−1)nη

3 · 2n
+ Cn(ℓ) : ℓ ∈ Zk

}
を考える．このとき，Pn+1(η)はPn(η)の細分になっている．すなわち，F (η)

n = σ(Pn(η))

とおくと，F (η)
n ⊂ F (η)

n+1となる．そこで，

X(η)
n = Eλ

k
[|f | | F (η)

n ]

とおくと，任意に固定したm ∈ Zに対して，{X(η)
n+m : n ∈ Z+}は {F (η)

n+m : n ∈ Z+}に関
する λkマルチンゲールである．従って，Theorem 25.2より，任意のN ≥ mに対して，

λk( max
m≤n≤N

X(η)
n > α) ≤ α−1Eλ

k
[|f |] (∗)

を得る．ここで，x ∈ Q ∈ Pn(η)に対して，

X(η)
n (x) =

1

λk(Q)

∫
Q
|f(y)|dy

であるから，

max
m≤n≤N

X(η)
n (x) = max

 1

λk(Q)

∫
Q
|f(y)|dy : Q ∋ x, Q ∈

∪
m≤n≤N

Pn(η)

 .

ゆえに，

M (η)f(x) := sup

{
1

λk(Q)

∫
Q
|f(y)|dy : Q ∋ x, Q ∈

∪
n∈Z

Pn(η)

}
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とおくと，(∗)においてm→ −∞, N → ∞として，

λk(M (η)f > α) ≤ α−1Eλ
k
[|f |]

を得る．
いま，立方体Q =

∏k
j=1[aj , aj + r)に対して，1/(3 · 2n+1) < r ≤ 1/(3 · 2n)であれば，

適当な η ∈ {0, 1}k と C ∈ Pn(η)が存在して，Q ⊂ C となる (k = 1の場合を考えてみれ
ばよい)．このQと C に対して，

λk(C)

λk(Q)
≤ (3 · 2n+1)k

2kn
= 6k

であるから，
max

η∈{0,1}k
M (η)f ≤Mf ≤ 6k max

η∈{0,1}k
M (η)f

を得る．以上より，定理の結論を得る．

Theorem 25.4 (Lebesgueの微分定理). f ∈ L1に対して，

lim
B↓{x}

1

λk(B)

∫
B
|f(y) − f(x)|dy = 0 λk-a.e. x ∈ Rk. (∗∗)

ただし，この意味は，λk-a.e. x ∈ Rkと任意の ε > 0に対して，ある δ > 0が存在して，Bが
xを含むRkの球であって，Bの半径が δより小さいなら，(1/λk(B))

∫
B |f(y)−f(x)|dy < ε

となることである．特に，λk-a.e. x ∈ Rkに対して，

f(x) = lim
B↓{x}

1

λk(B)

∫
B
f(y)dy.

Proof. まず，

M̃f(x) := sup
B∋x

1

λk(B)

∫
B
|f(y)|dy, x ∈ Rk

とおく．ただし，supB∋xは xを含むRkの球に関してとるものとする．ここで，κkをRk

の単位球の体積として，ck = 2k/κkとおくと，

M̃f(x) ≤ ckMf(x), x ∈ Rk.

次に，f ∈ Cc(Rk)に対して，(∗∗)はすべての x ∈ Rkに対して成り立つ．そこで，{fn} ⊂
Cc(Rk)をEλ

k
[|fn − f |] → 0となるように選ぶと，任意の ε > 0に対して，

E :=

{
x : ∃Bm ∋ x s.t. lim

m
λk(Bm) = 0 & lim sup

m

1

λk(Bm)

∫
Bm

|f(y) − f(x)|dy ≥ ε

}
⊂
{
x : M̃(f − fn)(x) ≥ ε

3

}∪{
x : |fn(x) − f(x)| ≥ ε

3

}
.

右辺の Lebesgue測度は
3

ε
(1 + (12)kck)E

λk [|fn − f |]

でバウンドできるので，λk(E) = 0を得る．以上より，定理の結論を得る．
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(∗∗)が成り立つ x ∈ Rkの集合を f の Lebesgue集合と呼ぶ．

Remark 25.2. 上で紹介した Hardy-Littlewoodの最大不等式の証明は Stroock (2011,

Section 6.1)を参考にした．より標準的なVitaliの被覆補題を用いる証明はFolland (1999,

Section 3.4)などにある．

F : R → Rを非減少関数とし，G(x) := F (x+) := limy↓x F (y), x ∈ R と定義すれ
ば，Gは右連続かつ非減少である．Gとその Lebesgue-Stieltjes測度を同一視して，Gの
Lebesgue分解をG = Gac +Gsとする．ここで，GacとGsはGの絶対連続部分と特異部
分である．Radon-Nikodymの定理より，ある可測関数 f : R → R+が存在して，任意の
−∞ < a < b <∞に対して，Gac(b) −Gac(a) =

∫ b
a f(x)dxとなる．Lebesgueの微分定理

より，Gacは a.e.に微分可能であり，G′
ac = f a.e.となる．さらに，Gsも a.e.に微分可能

であり，G′
s = 0 a.e.となることが示される (Folland, 1999, Section 3.4を参照せよ)．よっ

て，Gは a.e.に微分可能であり，G′ = f a.e.である．F は高々可算個の点を除いて連続
であるから，それらの点を除いて，F = Gである．よって，F も a.e.に微分可能であり，
F ′ = f a.e.である．すなわち，次の定理を得る．

Theorem 25.5. F : R → Rを非減少関数とすると，F は a.e.に微分可能である．さらに，
F (•+)の絶対連続部分の Lebesgue測度に関する密度を f とおくと，F ′ = f a.e.である．

演習問題

Exercise 25.1. x ∈ Rk, r > 0に対して，B(x, r)を xを中心とする半径 rの開球とする．
E ∈ Bkに対して，

DE(x) := lim
r↓0

λk(E ∩B(x, r))

λk(B(x, r))

が存在するとき，DE(x)をEのxにおける密度と呼ぶ．DE(x) = 1 a.e. x ∈ E, DE(x) = 0

a.e. x ∈ Ecを示せ．

Exercise 25.2. 1 < p <∞に対して，

(Eλ
k
[(Mf)p])1/p ≤ (12)kp

p− 1
(Eλ

k
[|f |p])1/p

を示せ．

Exercise 25.3. 前問の不等式は p = 1の場合には拡張できない．k = 1とし，f : R → R
を a.e.に 0とはならない可測関数とする．このとき，lim inf |x|→∞ |x|Mf(x) > 0を示せ．
よって，Eλ[Mf ] = ∞となる．

Exercise 25.4 (Fubini の微分定理). Fn : R → R, n ∈ N を非減少とし，G(x) :=∑∞
n=1 Fn(x)はすべての x ∈ Rに対して有限の値に収束しているとする．このとき，G′ =∑∞
n=1 F

′
n a.e.を示せ．
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ヒント：まず，Fn, n ∈ Nを右連続かつ Fn(−∞) = 0と仮定せよ．このとき，Gも右連
続であり，Gac =

∑
n Fn,acである．さらに，G

′
ac =

∑
n F

′
n,ac a.e.である．

Exercise 25.5. F を Cantor分布の d.f.とする．Q = {q1, q2, . . . }とすると，

G(x) =
∞∑
n=1

1

2n
F (qn + x), x ∈ R

は連続な d.f.であり，そのサポートは Rであることを示せ．また，G′ = 0 a.e.を示せ．
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Part V. マルコフ・チェイン

本パートは離散時間の確率過程の代表的なクラスである，マルコフ・チェインをカバー
する．統計学においては，マルコフ連鎖モンテカルロ法との関連が特に重要であろう．本
パートでは，次節のあと，可算な状態空間をもつマルコフ・チェインとその極限定理を考
察する．一般の状態空間をもつマルコフ・チェインとその極限定理に関しては，Meyn and

Tweedie (2009)が詳しい．

26 マルコフ・チェイン

(S,S)を標準 Borel空間とする．関数 p : S × S → [0, 1]が次の 2条件をみたすとき，p
をマルコフ・カーネル (Markov kernel)と呼ぶ：

(i) 各 x ∈ Sに対して，B 7→ p(x,B)は (S,S)上の p.m.

(ii) 各B ∈ S に対して，x 7→ p(x,B)は可測．

マルコフ・カーネルを単にカーネルと呼んだりもする．また，マルコフ・カーネルは遷移
確率 (transition probability)とも呼ばれる．
確率過程 {Xn : n ∈ Z+}がカーネル pをもつマルコフ・チェイン15 (Markov chain)で

あるとは，任意のB ∈ S と n ∈ Z+に対して，

P (Xn+1 ∈ B | X0, X1, . . . , Xn) = p(Xn, B) a.s. (∗)

をみたすことを言う．除外集合はBと nに依存してよい．(S,S)をマルコフ・チェインの
状態空間 (state space)と呼ぶ．以下，Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn)とおく．

マルコフ・チェインの有限次元分布.　マルコフ・チェインに対して，X0の分布を初期分布
(intial distribution)と呼ぶ．カーネルと初期分布に対応して，マルコフ・チェインの f.d.d.’s

が決まる．条件 (∗)は写像

(x0, x1, . . . , xn, B) 7→ p(xn, B), Sn+1 × S → [0, 1]

が，(X0, X1, . . . , Xn)を与えたときのXn+1の r.c.d.となることを意味するから，Theorem

20.3を繰り返し適用して，次の定理を得る．

Theorem 26.1 (マルコフ・チェインの有限次元分布). {Xn : n ∈ Z+}を初期分布 µ, カー
ネル pをもつマルコフ・チェインとすると，E ∈ Sn+1, n ∈ Z+に対して，

P ((X0, X1, · · · , Xn) ∈ E)

=

∫∫
· · ·
∫

1E(x0, x1, . . . , xn)p(xn−1, dxn) · · · p(x0, dx1)dµ(x0) (∗∗)

となる．
15正確には，斉時的 (homogeneous)なマルコフ・チェインと言うべきである．
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与えられた初期分布とカーネルをもつマルコフ・チェインの構成. いままでは，マルコ
フ・チェインの存在を仮定していたが，逆に初期分布 µとカーネル pが与えられたとき，
それらに対応するマルコフ・チェインの構成 (存在)を示す．まず，hを Sm+1可測な非負
関数とすると，

(x0, x1, . . . , xm−1) 7→
∫
h(x0, x1, . . . , xm−1, xm)p(xm−1, dxm)

が Sm可測になることを確認する 16． Fubiniの定理より，右辺の積分は定義できる．h =

1A×B, A ∈ Sm, B ∈ S のときは可測性は明らかなので，π-λ定理を使って，可測性が成立
する範囲を h = 1E , E ∈ Sm+1にまで拡張する．一般の非負可測関数 hに対しては，非負
単関数による近似を使えばよい．
このとき，任意の E ∈ Sn+1 に対して，帰納的に (∗∗)の右辺の積分が定義できること

が示される．それを µn(E)とおくと，µnは (Sn+1,Sn+1)上の p.m.となる．µ0 = µとお
くと，p.m.’s µn, n ∈ Z+ は整合的であるから，Kolmogorovの拡張定理より，それらを
f.d.d.’sにもつ確率過程 {Xn : n ∈ Z+}が存在する．

Theorem 26.2. このように構成した {Xn : n ∈ Z+}は µを初期分布，pをカーネルにも
つマルコフ・チェインとなる．

Proof. A ∈ Sn, B ∈ S に対して，(∗∗)の右辺の積分にE = A×Bを代入すると，

P ((X0, · · · , Xn−1) ∈ A,Xn ∈ B)

=

∫
A

{∫
B
p(xn−1, dxn)︸ ︷︷ ︸
=p(xn−1,B)

}
p(xn−2, dxn−1) · · · p(x0, dx1)dµ(x0)

= E[p(Xn−1, B), {(X0, · · · , Xn−1) ∈ A}].

これは，P (Xn ∈ B | Fn−1) = p(Xn−1, B)を意味するから，定理の主張を得る．

X = (X0, X1, . . . )の分布を Pµ,pとおくと，各 X̃n : SZ+ → Sを座標写像

X̃n(ω) = ωn, ω = (ω0, ω1, . . . ) ∈ SZ+

とすると，Pµ,pの下で {X̃n : n ∈ Z+}も初期分布 µとカーネル pをもつマルコフ・チェイ
ンとなる．そこで，以降ははじめから，

(Ω,F) = (SZ+ ,SZ+)

とし，Xnを座標写像Xn(ω) = ωn, n ∈ Z+とする．また，pは省略して，Pµ,p = Pµと書
く．このとき，Pµ(X0 ∈ B) = µ(B)となる．

16pがマルコフ・チェインのカーネルなら，p(xm, dxm+1)は (X0, X1, . . . , Xm)を与えたときの Xn+1 の
r.c.d.となるので，可測性は Theorem 20.3から (implicitに)保証されている．いまは逆に pからマルコフ・
チェインを構成しようとしているので，可測性を別個に確認する必要がある．
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Remark 26.1. µ = δx, x ∈ Sのときは，Pδx = Pxと書く．このとき，

Pµ(A) =

∫
Px(A)dµ(x), A ∈ SZ+

となる．x 7→ Px(A)の可測性は，A = B × S × S × · · · , B ∈ Sn, n ∈ Nのときは明らか．
あとは，π-λ定理を使って，可測性が成立する範囲を SZ+ にまで拡張すればよい．

マルコフ性と強マルコフ性. θn : Ω → Ωをシフト作用素

θn(ω) = (ωn, ωn+1, . . . )

とする．Eµ[·]を Pµに関する期待値とする (Ex[·] = Eδx [·])．

Theorem 26.3 (マルコフ性). Y : Ω → Rを有界可測とすると，Pµの下で，

Eµ[Y ◦ θn | Fn] = EXn [Y ].

Remark 26.2. 右辺の正確な意味は，φ(x) = Ex[Y ]とおいたとき，φ(Xn)のことである．
x 7→ Ex[Y ]の可測性は，x 7→ Px(A), A ∈ SZ+ の可測性と極限操作から確認できる．

Proof. まず，Y (ω) = 1A(ω0, . . . , ωk), A ∈ Sk+1のときを考える．このとき，任意の B ∈
Sn+1に対して，

Eµ[Y ◦ θn1B(ω0, . . . , ωn)] = Eµ[1A(ωn, . . . , ωn+k)1B(ω0, . . . , ωn)]

=

∫
· · ·
∫ {∫

· · ·
∫

1A(xn, . . . , xn+k)p(xn+k−1, dxn+k) · · · p(xn, dxn+1)

}
1B(x0, . . . , xn)p(xn−1, dxn) · · · dµ(x0)

=

∫
· · ·
∫
Exn [Y ]1B(x0, . . . , xn)dp(xn, dxn−1) · · · dµ(x0)

= Eµ[EXn [Y ]1B(X0, . . . , Xn)].

従って，Eµ[Y ◦ θn | Fn] = EXn [Y ]. 次に，π-λ定理を用いて，等号が成立する範囲を
Y = 1A, A ∈ SZ+ にまで拡張する．単関数による近似を用いると，Ω上の非負可測関数に
対して等号が成立することがわかる．一般の有界可測関数 Y に対しては，Y = Y + − Y −

なる分解を使えばよい．

Corollary 26.1 (Chapman-Kolmogorov方程式). Sを可算集合とし，S = 2Sとする．こ
のとき，任意の x, y ∈ Sと非負整数m,nに対して，

Px(Xm+n = y) =
∑
z∈S

Px(Xm = z)Pz(Xn = y).
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Proof. Y (ω) = 1{ωn=y}とすれば，

Px(Xm+n = y) = Ex[Y ◦ θm] = Ex[EXm [Y ]]

=
∑
z∈S

Px(Xm = z)Ez[Y ] =
∑
z∈S

Px(Xm = z)Pz(Xn = y).

Theorem 26.3の nを ({Fn}に関する) 停止時刻N に置き換えることを考える．定義を
復習する．r.v. N : Ω → {0, 1, . . . } ∪ {∞}が {Fn}に関する停止時刻であるとは，任意の
0 ≤ n < ∞に対して，{N = n} ∈ Fnとなることを言う．また，停止時刻 N に対して，
σ-field FN を

FN = {A ∈ F∞ : A ∩ {N = n} ∈ Fn, 0 ≤ ∀n <∞}

と定義する．ただし，F∞ =
∨
nFnである．

Theorem 26.4 (強マルコフ性). 各 nに対して，Yn : Ω → Rは可測であって，定数M が
存在して，すべての nに対して，|Yn| ≤M が成り立つとする．このとき，Pµの下で，

Eµ[YN ◦ θN | FN ] = Ex[Yn]|x=XN ,n=N on {N <∞}.

Proof. A ∈ FN に対して，

Eµ[(YN ◦ θN )1A∩{N<∞}] =
∞∑
n=0

Eµ[(Yn ◦ θn)1A∩{N=n}].

A ∩ {N = n} ∈ Fnとマルコフ性より，

=

∞∑
n=0

Eµ[EXn [Yn]1A∩{N=n}] = Eµ[(Ex[Yn]|x=XN ,n=N )1A∩{N<∞}].

Theorem 26.5 (反射原理). ξ1, ξ2, . . . を i.i.d.とし，共通分布は原点対称とする．Sn =

ξ1 + · · · + ξnとおくと，任意の a > 0に対して，

P ( max
1≤m≤n

Sm > a) ≤ 2P (Sn > a).

Proof. 演習問題とする．
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27 マルコフ・チェインの基本概念

再帰性・推移性・既約性

本節以降，Sは可算とし，S = 2S とする．記号の簡単のために，p(x, {y}) = p(x, y)と
書く．また，

p(n)(x, y) = Px(Xn = y)

とおく．前節の (∗∗)と，Sが可算なことから，

p(n)(x, y) =
∑

x1,x2,...,xn−1∈S
p(x, x1)p(x1, x2) · · · p(xn−1, y)

となる．
y ∈ Sに対して，T 0

y , T
1
y , . . . を帰納的に，

T 0
y = 0, T ky = inf{n > T k−1

y : Xn = y}.

と定義する．T ky は k回目に yに戻ってくる時刻である (初期値はカウントに入れない)．

Ty = T 1
y , ρxy = Px(Ty <∞)

とおく．ρxy は xから出発して有限時間以内に yに到達する確率である．
x ̸= yに対して，ρxy > 0のとき，yは xから到達可能 (accessible)と言って，x→ yと

書く．ρxy > 0かつ ρyx > 0のとき，xと yは互いに移りえる (intercommunicate)と言っ
て，x↔ yと書く．

Lemma 27.1. x→ y, y → zなら，x→ z.

Proof. x → y, y → z より，あるK,Lに対して，Px(XK = y) > 0, Py(XL = z) > 0で
ある．Chapman-Kolmogorov方程式より，Px(XK+L = z) =

∑
w Px(XK = w)Pw(XL =

z) ≥ Px(XK = y)Py(XL = z) > 0であるから，x→ z．

状態 y ∈ S が再帰的 (reccurent)であるとは，ρyy = 1となることを言う．つまり，y
から出発したら，有限時間以内に必ず戻ってくるような状態を再帰的と呼ぶ．yが推移的
(transient)であるとは，ρyy < 1となることを言う．つまり，yから出発したら，有限時
間以内に戻ってこない確率が正であるような状態を推移的と呼ぶ．

Theorem 27.1. (i) Px(T ky <∞) = ρxyρ
k−1
yy . (ii) N(y) =

∑∞
n=1 1{Xn=y}を yに到達する

回数とすると，

Ex[N(y)] =


ρxy

1−ρyy if ρxy > 0 and ρyy < 1

∞ if ρxy > 0 and ρyy = 1

0 otherwise
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Proof. (i). N = T k−1
y , Y = 1{Ty<∞}として強マルコフ性を使う．Y ◦ θN = 1{Tk

y<∞}と，
N <∞のときXN = yとなることから，EXN

[Y ] = Py(Ty <∞) = ρyy. 従って，

Px(T ky <∞) = Ex[(Y ◦ θN )1{N<∞}]

= Ex[Ex[Y ◦ θN | FN ]1{N<∞}]

= Ex[ρyy1{N<∞}]

= ρyyPx(T k−1
y <∞)

...

= ρk−1
yy Px(Ty <∞) = ρk−1

yy ρxy.

(ii). {T ky <∞} = {N(y) ≥ k}であるから，

Ex[N(y)] =
∞∑
k=1

Px(N(y) ≥ k) =
∞∑
k=1

Px(T ky <∞)

=

∞∑
k=1

ρxyρ
k−1
yy .

Corollary 27.1. (i) y が再帰的 ⇔ (ii) Py(Xn = y i.o.) = 1 ⇔ (iii) Ey[N(y)] =∑∞
n=1 p

(n)(y, y) = ∞.

Proof. (i) ⇒ (ii). Theorem 27.1 (i)より，Py(T ky <∞) = 1であるから，Py(
∩∞
k=1{T ky <

∞}) = 1. これは，Py(Xn = y i.o.) = 1を意味する．(ii) ⇒ (iii). (ii)は，Py(N(y) =

∞) = 1を意味するから，特に，Ey[N(y)] = ∞である．(iii) ⇒ (i). Theorem 27.1 (ii)よ
り明らか．

C ⊂ S が閉じている (closed)とは，任意の x ∈ C, y /∈ C に対して，ρxy = 0となるこ
とを言う．つまり，C の外側の状態は C 内の状態から到達可能でないとき，C は閉じて
いると言う．C ⊂ S が既約 (irreducible)であるとは，任意の x, y ∈ C, x ̸= yに対して，
ρxy > 0となることを言う．つまり，C 内の任意の異なる 2つの状態が互いに移りえると
き，C を既約と言う．

Remark 27.1. 既約であって閉じていない (またはその逆) ことはありうる．例えば，
p(x, y) > 0 ∀x, y ∈ S とすると，任意の z ∈ S に対して，C = S \ {z} は既約だが，
閉じていない．逆に，p(x, y) = 0 ∀x ∈ S \ {y}となるような yがあるとき，Sは閉じてい
るが，既約でない．

Theorem 27.2 (分解定理). S は推移的な状態からなる集合 T と，再帰的な状態からな
る，互いに排反な，既約かつ閉じた集合R1, R2, . . . に分解できる．

S = T ∪R1 ∪R2 ∪ · · · .

213



さらに，各 iに対して，x, y ∈ Riなら ρxy = 1である．

Proof. x↔ yなら，あるK,Lに対して，Px(XK = y) > 0, Py(XL = x) > 0となるから，
Chapman-Kolmogorov方程式より，

Px(XK+n+L = x) =
∑
z,v

Px(XK = z)Pz(Xn = v)Pv(XL = x)

≥ Px(XK = y)Py(Xn = y)Py(XL = x).

Ey[N(y)] =
∑

n Py(Xn = y)であるから，c = Px(XK = y)Py(XL = x) > 0とおくと，
Ex[N(x)] ≥ cEy[N(y)]. 対称性より，x↔ yなら，x, yはともに推移的か，ともに再帰的
かのいずれかである．
そこで，T = {x : ρxx < 1}, R = {x : ρxx = 1}とおくと，T の状態と Rの状態は互い

に移りえない．さらに，x ∈ Rに対して，

Cx = {y ∈ R : x↔ y}

とおいて，Cx, x ∈ Rのうち異なるものをR1, R2, . . . とおく．

{Cx : x ∈ R} = {R1, R2, . . . }.

各Riは既約である．
最後に，xが再帰的で，x→ yなら，ρyx = 1となることを示す．各Riが閉じているこ

とと，x, y ∈ Ri に対して，ρxy = 1となることは，この事実から従う．xを再帰的とし，
x → yとすると，L = inf{n ≥ 1 : Px(Xn = y) > 0}は有限である．Lの定義より，ある
y0 = x, yL = y, yi ̸= x, 1 ≤ i ≤ L− 1が存在して，

∏L
k=1 p(yk−1, yk) > 0となる. 従って，

仮に ρyx < 1なら，

Px(Tx = ∞) ≥ Px({X1 = y1} ∩ · · · ∩ {XL = yL} ∩ {inf{n ≥ 1 : Xn+L = x} = ∞})

=

L∏
k=1

p(yk−1, yk)Px(inf{n ≥ 1 : Xn+L = x} = ∞ | FL)

=
L∏
k=1

p(yk−1, yk)Py(Tx = ∞) =
K∏
k=1

p(yk−1, yk)(1 − ρyx) > 0

となって，xが再帰的であるという仮定に反する．従って，ρyx = 1.

すべての状態が推移的なとき，マルコフ・チェイン or カーネル pは推移的であると言
う．すべての状態が再帰的なとき，マルコフ・チェイン or カーネル pは再帰的であると
言う．Sが既約なとき，マルコフ・チェイン or カーネル pは既約であると言う．
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Remark 27.2. 分解定理より，x↔ yなら，

xが再帰的 (推移的) ⇔ yが再帰的 (推移的)

が成り立つ．ある性質 (Aとしよう)について，x↔ yのとき，x, yの片方がAをみたすな
らもう片方も必ず Aをみたすとき，性質 Aをクラスの性質 (class property)と呼ぶ．再
帰性と推移性はクラスの性質である．特に，マルコフ・チェインが既約なとき，推移的か
再帰的かのいずれかである．後者の場合，任意の x, y ∈ Sに対して，ρxy = 1である．

X0 ∈ Riなら，Riは閉じているので，マルコフ・チェインはRiにずっととどまったま
まである．そこで，そのような場合は，状態空間を Riに制限すれば，制限されたマルコ
フ・チェインは既約かつ再帰的になる (p(x,Ri) = 1, x ∈ Riであるから)．X0 ∈ T のとき
はもっと複雑で，T にとどまったままか，Riのいずれかに移るかのどちらかである．次の
補題は，T が有限なとき，前者は起こりえないことを示している．

Lemma 27.2. F を推移的な状態からなる有限集合とすると，任意の x ∈ S に対して，
Px(Xn ∈ F i.o.) = 0. 従って，任意の閉じた有限集合Cは少なくとも 1つの再帰的な状態
をもち，C がさらに既約なら，C のすべての状態は再帰的である．

Proof. N(F ) =
∑

y∈F N(y)とおくと，y ∈ F は推移的であるから，Theorem 27.1より，
Ex[N(F )] =

∑
y∈F Ex[N(y)] < ∞. これは，Px(Xn ∈ F i.o.) = 0を意味する．C が閉じ

た有限集合なら，x ∈ Cに対して，Px(Xn ∈ C ∀n) = 1であるから，Cは少なくとも 1つ
の再帰的な状態をもつ．また，分解定理より，既約な集合が再帰的な状態をもてば，その
集合のすべての状態は再帰的になるから，最後の主張を得る．

定常測度

引き続き Sは可算で，S = 2S とする．(S,S)上の測度 µであって，

0 < µ(S) ≤ ∞, µ(x) <∞ ∀x ∈ S,
∑
x∈S

µ(x)p(x, y) = µ(y) ∀y ∈ S (∗)

をみたすものを定常測度 (stationary measure)と呼ぶ (µ({x}) = µ(x)と書く)．µが定常
測度なら，定数 a > 0に対して，aµも定常測度であるから，定常測度は定数倍の任意性があ
る．(∗)の第 3式は

∑
x∈S µ(x)Px(X1 = y) = µ(y)と同値である．Chapman-Kolmogorov

方程式より，Px(Xn+1 = y) =
∑

z∈S Px(X1 = z)Pz(Xn = y)であるから，∑
x∈S

µ(x)Px(Xn+1 = y) =
∑
z∈S

∑
x∈S

µ(x)Px(X1 = z)︸ ︷︷ ︸
=µ(z)

Pz(Xn = y).

よって，帰納的に，∑
x∈S

µ(x)Px(Xn+1 = y) =
∑
x∈S

µ(x)Px(Xn = y) = · · · = µ(y). (∗∗)
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µが p.m.のとき，それを定常分布 (stationary distribution)と呼ぶ．このとき，

(∗∗) ⇔ Pµ(Xn = y) = µ(y).

µが p.m.でないときも，Pµ =
∑

x∈S µ(x)Pxと書くことにする．

Example 27.1 (可逆測度).

0 < µ(S) ≤ ∞, µ(x) <∞ ∀x ∈ S, µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x) ∀x, y ∈ S

をみたす測度 µを可逆測度 (reversible measure)と呼ぶ．第 3式は詳細釣り合い条件 (de-

tailed balanced condition)と呼ばれる．可逆測度は定常測度である．実際，∑
x∈S

µ(x)p(x, y) = µ(y)
∑
x∈S

p(y, x)︸ ︷︷ ︸
=1

= µ(y)

となるからである．

定常測度は多くの場合存在する．

Theorem 27.3. x ∈ Sを再帰的な状態とすると，

µx(y) = Ex

[
Tx−1∑
n=0

1{Xn=y}

]
=

∞∑
n=0

Px(Xn = y, Tx > n)

は定常測度である．

Proof. µx(x) = Px(Tx > 0) = 1であるから，µx(S) > 0はよい．次に，p̄n(x, y) = Px(Xn =

y, Tx > n)とおくと，

∑
y

µx(y)p(y, z) =

∞∑
n=0

∑
y

p̄n(x, y)p(y, z).

zが xに等しいか等しくないかで場合分けする．
Case 1. z ̸= x. {Tx > n} = {Tx ≤ n}c ∈ Fnより，∑

y

p̄n(x, y)p(y, z) =
∑
y

Px(Xn = y, Tx > n,Xn+1 = z)

= Px(Tx > n,Xn+1 = z) = Px(Tx > n+ 1, Xn+1 = z) = p̄n+1(x, z).

3番目の等号は，z ̸= xによる．従って，
∑∞

n=0

∑
y p̄n(x, y)p(y, z) =

∑∞
n=0 p̄n+1(x, z) =

µx(z). 最後の等号は，p̄0(x, z) ≤ Px(X0 = z) = 0による．
Case 2. z = x.∑

y

p̄n(x, y)p(y, x) =
∑
y

Px(Xn = y, Tx > n,Xn+1 = x) = Px(Tx = n+ 1)
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であるから，
∑∞

n=0

∑
y p̄n(x, y)p(y, x) =

∑∞
n=0 Px(Tx = n + 1) = Px(Tx < ∞) = 1 =

µx(x).

最後に，µx(y) < ∞ (∀y ∈ S)を確認する．µx は
∑

y µx(y)p(n)(y, x) = µx(x) = 1を
みたすから，p(n)(y, x) > 0なら µx(y) < ∞でなくてはならない．nは任意であるから，
ρyx > 0なら µx(y) < ∞である．xは再帰的であるから，分解定理より，ρxy > 0なら
ρyx > 0である．一方，ρxy = 0のとき，p̄n(x, y) = 0であるから，µx(y) = 0である．

Theorem 27.4. 既約かつ再帰的なマルコフ・チェインに対して，定常測度は定数倍の任
意性を除いて一意に決まる．

Proof. νを定常測度とすると，a ∈ Sに対して，

ν(z) =
∑
y

ν(y)p(y, z) = ν(a)p(a, z) +
∑
y ̸=a

ν(y)p(y, z).

ν(y) = ν(a)p(a, y) +
∑

x̸=a ν(x)p(x, y)を代入すると，

ν(z) = ν(a)p(a, z) +
∑
y ̸=a

ν(a)p(a, y)p(y, z) +
∑
x̸=a

∑
y ̸=a

ν(x)p(x, y)p(y, z)

= ν(a)Pa(X1 = z) + ν(a)Pa(X1 ̸= a,X2 = z) + Pν(X0 ̸= a,X1 ̸= a,X2 = z).

この操作を繰り返すと，

ν(z) = ν(a)

n∑
m=1

Pa(Xk ̸= a, 1 ≤ ∀k < m,Xm = z) + Pν(Xj ̸= a, 0 ≤ ∀j < n,Xn = z)

≥ ν(a)

n∑
m=1

Pa(Xk ̸= a, 1 ≤ ∀k < m,Xm = z)︸ ︷︷ ︸
=Pa(Ta>m−1,Xm=z)

.

n→ ∞として，

ν(z) ≥ ν(a)

∞∑
m=1

Pa(Ta > m− 1, Xm = z)

を得る．z ̸= aのとき，{Ta > m − 1, Xm = z} = {Ta > m,Xm = z}であり，Pa(Ta >
0, X0 = z) = 0であるから，

ν(z) ≥ ν(a)µa(z).

一方，µa(a) = 1であるから，不等号は z = aのときも成り立つ．
このとき，

ν(a) =
∑
x

ν(x)p(n)(x, a) ≥ ν(a)
∑
x

µa(x)p(n)(x, a) = ν(a)µa(a) = ν(a)

より，
∑

x ν(x)p(n)(x, a) = ν(a)
∑

x µa(x)p(n)(x, a)である. ここで，ν(x) ≥ ν(a)µa(x)

であるから，p(n)(x, a) > 0なる xに対しては，ν(x) = ν(a)µa(x)でなくてはならない．
既約性より，任意の x ∈ S に対して，p(n)(x, a) > 0 なる n が存在するので，ν(x) =

ν(a)µa(x) (∀x ∈ S)が示された．
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定常測度が p.m.であるとき，それを定常分布と呼んだ．既約なマルコフ・チェインに対
して，定常分布は存在すれば一意である．定常分布が存在するための条件を考える．x ∈ S

が Ex[Tx] < ∞をみたすとき，xを正再帰的 (positive recurrent)と呼ぶ．再帰的だか正
再帰的でない状態を零再帰的 (null recurrent)と呼ぶ．

Theorem 27.5. マルコフ・チェインが既約なら，次の (i)–(iii)は同値である．

(i) 正再帰的な状態 xが存在する．

(ii) 定常分布が存在する．

(iii) すべての状態が正再帰的である．

(i)–(iii)のいずれかが成り立てば (すなわち，(i)–(iii)がすべて成り立てば)，定常分布 πは

π(x) = 1/Ex[Tx], x ∈ S

と表すことができる．

まず次の補題を示す．

Lemma 27.3. 定常分布 πが存在するとき，π(y) > 0なら yは再帰的である．

Proof.
∑

x π(x)p(n)(x, y) = π(y)と Fubiniの定理より，

∑
x

π(x)

∞∑
n=1

p(n)(x, y)︸ ︷︷ ︸
=Ex[N(y)]

=

∞∑
n=1

∑
x

π(x)p(n)(x, y) =

∞∑
n=1

π(y) = ∞.

一方，Theorem 27.1より，

左辺 =
∑
x

π(x)
ρxy

1 − ρyy
≤ 1

1 − ρyy

であるから，ρyy = 1を得る.

Proof of Theorem 27.5. (i) ⇒ (ii). xが正再帰的なら，

π(y) =

∞∑
n=0

Px(Xn = y, Tx > n)/Ex[Tx]

は定常分布になる．
(ii) ⇒ (iii). 少なくとも 1つの yに対して，π(y) > 0となるから，この yは再帰的である．

このとき，既約性より，すべての状態は再帰的である．Theorem 27.3とTheorem 27.4よ
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り，任意の x ∈ Sに対して，πは µxと定数倍の違いを除いて等しいから，特に µx(S) <∞
となるが，

µx(S) =
∑
y

µx(y) =
∞∑
n=0

∑
y

Px(Xn = y, Tx > n) =
∞∑
n=0

Px(Tx > n) = Ex[Tx]

より，xは正再帰的であり，π(x) = µx(x)/µx(S) = 1/Ex[Tx]となる.

(iii) ⇒ (i). 明らか．

(i) ⇒ (iii) (と分解定理)より，正再帰性 (or 零再帰性)はクラスの性質であることがわ
かる．すべての状態が正再帰的なら，マルコフ・チェイン or カーネル pは正再帰的であ
ると言う．また，すべての状態が零再帰的なら，マルコフ・チェイン or カーネル pは零
再帰的であると言う．マルコフ・チェインが既約なら，

推移的 or 正再帰的 or 零再帰的

のいずれかである．

演習問題

Exercise 27.1. µを既約かつ再帰的なマルコフ・チェインの定常測度とする．このとき，
µ(x) > 0 (∀x ∈ S)を示せ．

Exercise 27.2. 有限な状態空間をもつマルコフ・チェインは少なくとも 1つの定常分布
をもつことを示せ．

Exercise 27.3. {Xn}を既約かつ正再帰的なマルコフ・チェインで，そのカーネル p(x, y)

は p(x, x) = 0 (∀x ∈ S)をみたすとする．πを {Xn}の一意な定常分布とし，r : S → (0, 1)

を与えられた関数とする．いま，q(x, x) = 1 − r(x), q(x, y) = r(x)p(x, y) (x ̸= y)とし，
{Yn}を q(x, y)をカーネルにもつマルコフ・チェインとすると，{Yn}は既約かつ再帰的で
あって，µ(x) = π(x)/r(x)を定常測度にもつことを示せ．さらに，{Yn}が正再帰的であ
るための必要十分条件は

∑
x∈S π(x)/r(x) <∞であることを示せ．
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28 極限定理

本節では，n→ ∞のときの，p(n)(x, y)の収束を考察する．

Nn(y) =
n∑
k=1

1{Xk=y}

とおく．

Theorem 28.1. 任意の x, y ∈ Sに対して，n→ ∞のとき，

Nn(y)

n
→ 1

Ey[Ty]
1{Ty<∞} Px − a.s. (∗)

従って，
1

n

n∑
k=1

p(k)(x, y) → ρxy/Ey[Ty].

yが推移的なら，
p(n)(x, y) → 0.

Remark 28.1. yが正再帰的なら，Nn(y)/n → 1/Ey[Ty] > 0 Py-a.s. 一方，yが零再帰
的なら，Nn(y)/n→ 0 Py-a.s. この事実が，正再帰的と零再帰的の名前の由来である．

Proof. yが推移的なときは，Ex[N(y)] < ∞であるから，N(y)は Px-a.s.に有限である．
よって，Nn(y)/n ≤ N(y)/n→ 0 Px-a.s. 一方，Py(Ty = ∞) > 0であるから，Ey[Ty] = ∞
より，(∗)の右辺は 0である．
次に，yが再帰的な場合を考える．Py の下での Ty = T 1

y の分布を νy とおく．

Lemma 28.1. yを再帰的な状態とすると，Py の下で，

T 1
y , T

2
y − T 1

y , T
3
y − T 2

y , · · · ∼ νy i.i.d.

Proof of Lemma 28.1. P = Pyとする．yは再帰的であるから，Theorem 27.1より，T ky <

∞ Py-a.s.である．X(2)
n = XT 1

y+n
とおくと，XT 1

y
= yなので，強マルコフ性より，X(2) =

{X(2)
n : n ∈ Z+}はFT 1

y
と独立に Pyに従う．よって，T 2

y −T 1
y = inf{n ≥ 1 : X

(2)
n = y}は

T 1
y と独立に νy に従う．次に，X

(3)
n = XT 2

y+n
とおくと，X(3) = {X(3)

n : n ∈ Z+}は FT 2
y

と独立に Py に従うから，T 3
y − T 2

y = inf{n ≥ 1 : X
(3)
n = y}は (T 1

y , T
2
y − T 1

y )と独立に νy

に従う．同様の操作を繰り返して，補題の結論を得る．

強マルコフ性より，B ∈ SZ+ , A ∈ FTy に対して，

Px({(XTy+•) ∈ B} ∩A ∩ {Ty <∞}) = Py(B)Px(A ∩ {Ty <∞})

となる．次の 2つの場合を考える．
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Case 1. Px(Ty <∞) = 0のとき．Nn(y) = 0 Px-a.s.

Case 2. Px(Ty <∞) > 0のとき．P = Px( · | Ty <∞)の下で，{XTy+n : n ∈ Z+}は
FTy と独立に Pyに従うから，Lemma 28.1より，T 2

y −T 1
y , T

3
y −T 2

y , · · · ∼ νy i.i.d. あとは，
Nn(y) = sup{k ≥ 1 : T ky ≤ n}より，Theorem 10.6の証明と同様にして，

Px

{
lim
n→∞

Nn(y)

n
=

1

Ey[Ty]

∣∣∣ Ty <∞
}

= 1

を得る．従って，Px-a.e. ω ∈ {Ty < ∞}に対して，Nn(y, ω)/n → 1/Ey[Ty]となる．一
方，Ty(ω) = ∞のときは，Nn(y, ω) = 0であるから，(∗)を得る．
後半の主張は，0 ≤ Nn(y)/n ≤ 1であるから，DCTより，

1

n

n∑
k=1

p(k)(x, y) =
Ex[Nn(y)]

n
→ ρxy/Ey[Ty].

yが推移的なら，
∑

n p
(n)(x, y) = Ex[N(y)] <∞より，p(n)(x, y) → 0.

Corollary 28.1. マルコフ・チェインが既約かつ正再帰的なら，一意な定常分布 πに対
して，

∀x, y ∈ S, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p(k)(x, y) = π(y).

Proof. 分解定理より，ρxy = 1である．一方，π(y) = 1/Ey[Ty]であるから，ρxy/Ey[Ty] =

π(y).

Theorem 28.1より，任意の x, y ∈ S に対して，p(n)(x, y)は Cesaro和の意味で収束す
る．この結果は，(可算な状態空間をもつ)一般のマルコフ・チェインに対して成り立つ．
また，一般に，yが推移的であれば，p(n)(x, y) → 0となる．
マルコフ・チェインが既約かつ正再帰的なら，初期値 xに関わらず，p(n)(x, y)はCesaro

和の意味で π(y)に収束する．しかし，p(n)(x, y)は通常の意味で必ずしも収束するとは限
らない．

Example 28.1. S = {0, 1}とし，カーネルは (行列表記して)

p = (p(i, j)) =

(
0 1

1 0

)
, p(2) =

(
1 0

0 1

)

とする．このチェインは既約で定常分布 π = (1/2, 1/2)をもつ (従って，正再帰的)．しか
し，nが奇数のとき，p(n) = pであり，nが偶数のとき，p(n) = p(2)であるから，p(n)(x, y)

は収束しない．
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そこで，このような “周期性”を排除する．まず，周期性を正式に定義する．状態 xに対
して，Ix = {n ≥ 1 : p(n)(x, x) > 0}とおき，Ixの最大公約数 (g.c.d.)を dxとおく．Ix = ∅
のときは，dx = 0とする．dxを xの周期 (period)と呼ぶ．dx ≤ 1のとき，xを非周期的
(aperiodic)と呼び，すべての x ∈ Sが非周期的なとき，マルコフ・チェイン or カーネル
pを非周期的と呼ぶ．

Remark 28.2. xが再帰的なら，∞ = Ex[N(x)] =
∑

n p
(n)(x, x)であるから，p(n)(x, x) >

0なる nは無限個ある．従って，dx = 0となるのは，xが推移的な場合のみである．

Lemma 28.2. (i) x ↔ yなら，dx = dy. (ii) xが再帰的かつ dx = 1なら，∃m0 ∈ N s.t.

p(m)(x, x) > 0 ∀m ≥ m0.

Remark 28.3. (i)は周期性がクラスの性質であることを意味している．

Proof. (i) x↔ yより，∃K,L s.t. p(K)(x, y) > 0, p(L)(y, x) > 0. このとき，

p(K+L)(y, y) ≥ p(L)(y, x)p(K)(x, y) > 0

であるから，dy はK + Lを割り切る．同様に，p(K+L)(x, x) > 0であり，特に Ix ̸= ∅．
n ∈ Ixとすると，

p(K+n+L)(y, y) ≥ p(L)(y, x)p(n)(x, x)p(K)(x, y)

より，dyはK+n+Lを割り切るから，nを割り切る．n ∈ Ixは任意であるから，dy ≤ dx．
対称性より，dx ≤ dy でもあるから，dx = dy を得る．

(ii)　まず，Ixが少なくとも一組の隣り合う整数を含むことを示す．m,n ∈ Ix対して，
p(m+n)(x, x) ≥ p(m)(x, x)p(n)(x, x) > 0であるから，Ix は和について閉じている．また，
x は再帰的であるから，Ix は無限集合である．n0, n0 + k ∈ Ix とすると，k = 1 なら
n0, n0 + 1 ∈ Ixであるから，k > 1とする．Ixの g.c.d.が dx = 1であるから，kで割り切
れない n1 ∈ Ixが存在する．n1 = mk + r, 0 < r < kと書くと，Ixは和について閉じてい
るから，

(m+ 1)(n0 + k) = (n0 + k) + · · · + (n0 + k)︸ ︷︷ ︸
m

∈ Ix, (m+ 1)n0 + n1 ∈ Ix.

このとき，(m+ 1)(n0 + k) > (m+ 1)n0 + n1であり，その差は，

k(m+ 1) − n1 = k − r < k.

そこで，n′0 = (m+ 1)n0 + n1, k
′ = k − rとおくと，n′0, n

′
0 + k′ ∈ Ix. k′ = 1なら終了し，

k′ > 1なら同様の操作を繰り返すと，n′′0, n
′′
0 + k′′ ∈ Ix, k

′′ < kなる n′′0, k
′′を見つけること

ができる．この操作は必ず有限回で終了するから，隣り合う整数N,N + 1 ∈ Ixの存在が
示された．
いま，m ≥ N2なら，m −N2 = kN + r, 0 ≤ r < N と書くと，m = r + N2 + kN =

r(1 +N) + (N − r + k)N ∈ Ixであるから，結論を得る．
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カーネル pに対して，pをカーネルにもつ独立な 2つのマルコフ・チェイン {Xn : n ∈
Z+}, {Yn : n ∈ Z+} を構成する．初期分布は異なっていてもよい．このとき，Zn =

(Xn, Yn), n ∈ Z+は状態空間 (S2,S2)上のマルコフ・チェインであり，そのカーネルは

p̄((x, y), (x′, y′)) = p(x, x′)p(y, y′), (x, y), (x′, y′) ∈ S2

である．{Zn : n ∈ Z+}をカーネル pに対するカップリング (coupling)と呼ぶ．ここで，

τ = inf{n ≥ 0 : Xn = Yn}

とおいて，それをカップリング時間 (coupling time)と呼ぶ．さらに，S上の p.m.’s µ, ν

に対して，µと νの全変動距離 (total variation distance)を

∥µ− ν∥TV =
1

2

∑
y

|µ(y) − ν(y)|

と定義する (右辺の和を 2で割っているのは理由がある)．

Lemma 28.3. 各 n ∈ Nに対して，

∥P (Xn ∈ ·) − P (Yn ∈ ·)∥TV ≤ P (τ > n) (∗∗)

が成り立つ．

Proof. マルコフ性より，

P (Xn = y, τ ≤ n) =

n∑
m=0

∑
x

P (τ = m,Xm = x,Xn = y)

=

n∑
m=0

∑
x

P (τ = m,Xm = x)P (Xn = y | Xm = x)

=

n∑
m=0

∑
x

P (τ = m,Ym = x)P (Yn = y | Ym = x)

= P (Yn = y, τ ≤ n)

であるから，

P (Xn = y) = P (Xn = y, τ ≤ n) + P (Xn = y, τ > n)

= P (Yn = y, τ ≤ n) + P (Xn = y, τ > n)

≤ P (Yn = y) + P (Xn = y, τ > n).

対称性より，P (Yn = y) ≤ P (Xn = y) + P (Yn = y, τ > n)でもあるから，

|P (Xn = y) − P (Yn = y)| ≤ P (Xn = y, τ > n) + P (Yn = y, τ > n).
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yに関して和をとって，

∥P (Xn ∈ ·) − P (Yn ∈ ·)∥TV ≤ P (τ > n)

を得る．

pが既約かつ正再帰的なら，一意な定常分布 πが存在する．このとき，X0 = x, Y0 ∼ π

とすれば，P (Xn = y) = p(n)(x, y), P (Yn = y) = π(y)であるから，

(∗∗)の左辺 = ∥p(n)(x, ·) − π∥TV .

従って，∥p(n)(x, ·)− π∥TV → 0を示すには，P (τ <∞) = 1を保証する条件を見つけてく
ればよい．この部分で非周期性が重要な役割を果たす．

Theorem 28.2. pが既約かつ非周期的かつ正再帰的なら，初期分布 L(X0, Y0)に関わら
ず，P (τ <∞) = 1となる. 従って，pの一意な定常分布 πに対して，

∀x ∈ S, lim
n→∞

∥p(n)(x, ·) − π∥TV = 0.

Proof. 前半を示せば十分である．まず，{Zn}が既約であることを示す．これを示すため
に pの非周期性を用いる．z = (x, y), z′ = (x′, y′) ∈ S2を任意に固定する．まず，pの既約
性より，∃K,L s.t. p(K)(x, x′) > 0, p(L)(y, y′) > 0. 次に，pの非周期性より，十分大きな
M に対して，p(L+M)(x′, x′) > 0, p(K+M)(y, y) > 0となるから，Chapman-Kolmogorov

方程式より，

p̄(K+L+M)(z, z′) =
∑

v,v′∈S2

p̄(K)(z, v)p̄(M)(v, v′)p̄(L)(v′, z′)

≥
∑

x′′,y′′∈S
p̄(K)((x, y), (x′, y′′))p̄(M)((x′, y′′), (x′′, y))p̄(L)((x′′, y)(x′, y′))

=
∑

x′′,y′′∈S
p(K)(x, x′)p(K)(y, y′′)p(M)(x′, x′′)p(M)(y′′, y)p(L)(x′′, x′)p(L)(y, y′)

= p(K)(x, x′)p(L)(y, y′)
∑
y′′∈S

p(K)(y, y′′)p(M)(y′′, y)
∑
x′′∈S

p(M)(x′, x′′)p(L)(x′′, x′)

= p(K)(x, x′)p(L)(y, y′)p(K+M)(y, y)p(L+M)(x′, x′) > 0.

また，π̄(x, y) = π(x)π(y)とおけば，π̄は {Zn}の定常分布であるから，{Zn}は正再帰的
である．τ(x,x) = inf{n ≥ 0 : Zn = (x, x)}とおくと，{Zn}は既約かつ再帰的であるから，
分解定理より，初期分布に関わらず，P (τ(x,x) < ∞) = 1となる. よって，P (τ < ∞) ≥
P (τ(x,x) <∞) = 1を得る．

Remark 28.4. 既約なマルコフ・チェインは，推移的 or 正再帰的 or 零再帰的のいずれ
かである．(i) 推移的な場合は，任意の x, y ∈ Sに対して，p(n)(x, y) → 0となる．(ii) 正
再帰的かつ非周期性な場合は，∥p(n)(x, ·) − π∥TV → 0となる．(iii) 零再帰的かつ非周期
的な場合は，p(n)(x, y) → 0となる (Billinsgley, 1995, Theorem 8.7).
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Sが有限集合のとき. Sが有限集合のときは，議論が特に間単になる．次の補題は有限
な状態空間をもつ既約なマルコフ・チェインは必ず正再帰的になることを示している．

Lemma 28.4. S が有限集合のとき，マルコフ・チェインは正再帰的な状態を必ずもち，
逆に零再帰的な状態をもたない．

Proof. Theorem 28.1より，任意の x ∈ Sに対して，

1 = lim
n→∞

1

n

∑
y∈S

Nn(y) =
∑
y∈S

1

Ey[Ty]
1{Ty<∞} Px − a.s.

従って，少なくとも 1つの yに対して，Ey[Ty] <∞となる. また，分解定理より，チェイ
ンを各 Riに制限すると，各 Riは必ず正再帰的な状態をもつから，Riのすべての状態は
正再帰的である．従って，零再帰的な状態は存在しない．

従って，Sが有限のときは，マルコフ・チェインが既約かつ非周期的なら，一意な定常
分布 πが存在して，∀x ∈ S, limn→∞ ∥p(n)(x, ·) − π∥TV = 0となる．収束レートも評価で
きて，ある 0 < r < 1が存在して，∥p(n)(x, ·) − π∥TV = O(rn) (n→ ∞)となる (Durrett

6.6.2)．なお，有限状態空間上のマルコフ・チェインの収束に関しては，Levin et al. (2008)

が詳しい．

大数の法則. マルコフ・チェインが既約かつ正再帰的なとき，Theorem 28.1の最初の結
果は，

1

n

n∑
k=1

1{Xk=y} →
1

Ey[Ty]
= π(y) Px − a.s.

を意味する．f(x) = 1{y}(x)とおくと，

1

n

n∑
k=1

f(Xk) → π(y) =

∫
fdπ Px − a.s.

と書き直すことが出来る．これはある種の大数の法則である．もっと一般に次の結果が成
り立つ．

Theorem 28.3 (マルコフ・チェインに対する大数の法則). マルコフ・チェインは既約か
つ正再帰的とする．このとき，一意な定常分布を πとすると，初期分布 µに関わらず，任
意の f ∈ L1(π)に対して，

1

n

n∑
k=1

f(Xk) →
∫
fdπ Pµ − a.s., n→ ∞

となる．

Proof. Durrett 6.6.4. 本質的に Theorem 28.1の証明と同様．
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Remark 28.5 (MCMCとの関係). Theorem 28.3は次のような応用がある．いま，与
えられた p.m. πに関する積分

∫
fdπを計算したいが，単純な数値積分は難しいとする．

このとき，πを定常分布にもつような既約なマルコフ・チェインを構成し，そこから標本
X1, . . . , Xnを発生させれば，初期値に関わらず，

1

n

n∑
k=1

f(Xk) ≈
∫
fdπ

となることが (n が十分大きければ) 期待できる．これが マルコフ連鎖モンテカルロ法
(Markov Chain Monte Carlo, MCMC) の基本的なアイデアである．MCMC に関して
は，Robert and Casella (2005)を参照せよ．
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Part VI. Brown運動と連続時間マルチンゲール

本パートは連続時間の代表的な確率過程であるBrown運動と，連続時間のマルチンゲール
に関するごく基本的を結果をカバーする．Brown運動に関する最近の専門書としてMörters

and Peres (2010)を挙げておく．本講義ノートでは確率積分は扱わないが，確率積分に関
しては，舟木 (2005), Karatzas and Shreve (1997), Protter (2005)などが参考になる．舟
木 (2005)はBrown運動に関する確率積分しか扱っていないが，後半部分は発展的な話題
をカバーしている．Karatzas and Shreve (1997)は詳細な教科書であるが，連続なパスを
もつマルチンゲールに関する確率積分に限定している．Protter (2005)はジャンプをもつ
マルチンゲールに関する確率積分をカバーしている．ただし，Protter (2005)のアプロー
チは標準的なものとは異なっている．

29 Brown運動

T を空でない集合とすると，r.v.’sの集まり {Xt : t ∈ T}を T によってインデックス
された確率過程 (stochastic process)と呼ぶ．Xt を X(t)と書く場合もある．Xt(ω)は t

と ωの関数であり，ω ∈ Ωを固定すると，tの関数 t 7→ Xt(ω)をサンプルパス (sample

path)と呼ぶ．有限部分集合 F ⊂ T に対して，L(Xt, t ∈ F )を有限次元分布 (f.d.d.)と
呼ぶ．すべての f.d.d.が多変量正規分布である確率過程をGauss過程と呼ぶ．Gauss過程
{Xt : t ∈ T}に対しては，平均関数 t 7→ E[Xt]と共分散関数 (s, t) 7→ Cov(Xs, Xt)が決
まれば，その f.d.d.’sが一意に決まる．もっと一般に，与えられた可測空間 Sに値をとる
r.v.’sの集まりのことを，S値確率過程と呼ぶ．本講義ノートでは，単に確率過程と言った
ら，それは R値確率過程のことを意味する．
以下では，T = R+の場合を扱う．確率過程 {Xt : t ∈ R+}が与えられたとき，すべて

の ω ∈ Ωに対して，パス t 7→ Xt(ω)が連続であるとき，{Xt}は連続なパスをもつと言う．
右連続または左連続なパスをもつ場合も同様に定義する．
確率過程 {Bt : t ∈ R+}が標準 Brown運動 (Brownian motion, BM)であるとは，次の

4条件がみたされることを言う：

(i) B0 = 0 a.s.

(ii) 任意の 0 < t1 < t2 < · · · < tnに対して，Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1 は独立．

(iii) 任意の t ≥ 0と h > 0に対して，Bt+h −Bt ∼ N(0, h).

(iv) {Bt}は連続なパスをもつ．

また，x ∈ Rに対して，Xt = x+Bt, t ∈ R+を xを初期値にもつ Brown運動と呼ぶ．
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(ii)と (iii)は

(Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1)

∼ N

0,


t1 0 · · · 0

0 t2 − t1 · · · 0
...

. . .

0 0 · · · tn − tn−1


 (∗)

と同値である．ここで，線形変換

(x1, x2 − x1, . . . , xn − xn−1) 7→ (x1, x2, . . . , xn)

は正則なので，

(∗) ⇔ (Bt1 , Bt2 , . . . , Btn) ∼ N

0,


t1 t1 · · · t1

t1 t2 · · · t2
...

. . .

t1 t2 · · · tn




である．従って，標準 BMの同値な定義は，次の条件をみたす確率過程 {Bt : t ∈ R+}で
ある：

(i’) {Bt : t ∈ R+}はGauss過程．

(ii’) E[Bt] = 0, E[BsBt] = s ∧ t.

(iii’) {Bt}は連続なパスをもつ.

((ii’)より，E[B2
0 ] = 0であるから，B0 = 0 a.s.となる．)

Wiener測度

.

W := C(R+) := {f : f : R+ → R, f は連続 }

とおくと，標準 BM {Bt : t ∈ R+}が与えられたとき，

B : ω 7→ B(·, ω)

はΩからW への写像である．従って，BをW に値をとる r.v.と考えるのが自然である．
そのためには，W に適切な σ-fieldを入れる必要がある．W のシリンダー集合とは

{f ∈W : (f(t1), . . . , f(tn)) ∈ A}, A ∈ Bn, t1, . . . , tn ∈ R+, n ∈ N
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なる形の集合であり，W のシリンダー集合全体から生成される σ-field W をW のシリン
ダー σ-fieldと呼ぶ．このとき，Bは Ωから (W,W)への可測写像となる．
W にはもう 1つ自然な σ-fieldを考えることができる．いま，W に距離

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
(1 ∧ sup

t∈[0,n]
|f(t) − g(t)|)

を入れて，dに関する Borel σ-fieldを B(W )とおく．この 2つの σ-fieldsは一致する．

Lemma 29.1. W = B(W ).

まず，次の補題を示す．

Lemma 29.2. (W,d)は Poland空間である (i.e., 完備かつ可分である)．

Proof of Lemma 29.2. d(fn, f) → 0 ⇔ fn → f (広義一様)である．完備性を示す．{fn}
を dに関する Cauchy列とすると，各 t ∈ R+に対して，{fn(t)}∞n=1は Rの Cauchy列な
ので，有限な limn fn(t) =: f(t) が存在する．あとは d(fn, f) → 0を示せばよいが，これ
は任意の k ∈ Nに対して，

sup
t∈[0,k]

|fn(t) − f(t)| ≤ sup
m≥n

sup
t∈[0,k]

|fn(t) − fm(t)| → 0, n→ ∞

となることから従う．
次に可分性を示す．P を有理係数をもつ多項式全体とすると，P は可算であって，任意

の f ∈W,n ∈ N, ε > 0に対して，supt∈[0,n] |f(t) − p(t)| < εとなる p = pf,n,ε ∈ P が存在
する (cf. Weierstrassの近似定理)．よって，W は可分である．

Proof of Lemma 29.1. 任意の t1, . . . , tn ∈ R+に対して，射影

πt1,...,tn : f 7→ (f(t1), . . . , f(tn)), W → Rn

は連続なので，B(W )可測である．よって，A ∈ Bnに対して，

{f ∈W : (f(t1), . . . , f(tn)) ∈ A} = π−1
t1,...,tn

(A) ∈ B(W )

より，W ⊂ B(W )である．次に，f0 ∈W を任意に固定し，

F (f) = d(f, f0) =
∞∑
n=1

1

2n
(1 ∧ sup

t∈[0,n]
|f(t) − f0(t)|), f ∈W

とおくと，f, f0の連続性より，

F (f) =
∞∑
n=1

1

2n
(1 ∧ sup

t∈[0,n]∩Q
|f(t) − f0(t)|)

=
∞∑
n=1

1

2n
(1 ∧ sup

t∈[0,n]∩Q
|πt(f) − πt(f0)|).
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各 πt : W → RはW 可測であるから，F : W → RもW 可測である．従って，

{f ∈W : d(f, f0) < r} = {f ∈W : F (f) < r} ∈ W.

よって，W の任意の開球はW 可測である．W の可分性より，W の任意の開集合は開球
の可算和で表せるので，W 可測である．従って，B(W ) ⊂ W を得る．

B(W )上に定義される Bの像測度 P ◦ B−1をWiener測度と呼ぶ．W = B(W )と π-λ

定理より，Wiener測度は f.d.d.’sから一意に決まる．

標準BMの存在

いままでの議論では標準 BMの存在を仮定していたが，その存在を証明する．

Theorem 29.1 (Wiener). 適当な確率空間上に標準 BMは存在する．

標準BMの存在は自明ではない．注意すべきは，Kolmogorovの拡張定理 (cf. Exercise

20.4)は整合的な p.m.’sを f.d.d.’sにもつ確率過程の存在を保証し，標準 BMの f.d.d.’sの
整合性を示すのは難しくないが，Kolmogorovの拡張定理はパスの連続性までは保証しな
いことである．

Proof. まず，[0, 1]上のBrown運動を構成する．証明をいくつかのステップに分ける．Q2 =

{m2−n : m ∈ Z, n ∈ Z+}を 2進有理数の全体とする．
Step 1. 離散時間のGauss過程 {Bt : t ∈ [0, 1] ∩Q2}で，E[Bt] = 0, E[BsBt] = s ∧ t

をみたすものを構成する．[0, 1] ∩Q2 = {q1, q2, . . . }とする．各 n ∈ Nに対して，

µn = N(0, (qj ∧ qk)1≤j,k≤n)

とおくと，µn, n ∈ Nは整合的な p.m.’sであるから，Kolmogorovの拡張定理より，それ
らを f.d.d.’sにもつ確率過程 {Xm : m ∈ N}を適当な確率空間上に構成できる．あとは
Bqm = Xm,m ∈ N とおけばよい．
Step 2. Step 1で構成した {Bt : t ∈ [0, 1] ∩ Q2}に対して，a.s.にパス t 7→ Bt, t ∈

[0, 1] ∩Q2が一様連続であることを示す．次の補題を示す．

Lemma 29.3 (Kolmogorov-Chentsov). m ∈ N を given とし，Dm = {i/2m : i =

0, 1, . . . , 2m}とおく．{Xt : t ∈ Dm}を r.v.’sの集まりとし，ある c1 > 0, ε ∈ (0, 1], 1 ≤
p <∞が存在して，すべての s, t ∈ Dmに対して，

(E[|Xt −Xs|p])1/p ≤ c1|s− t|(1/p)+ε (∗∗)

をみたすとする．このとき，任意の α ∈ (0, ε)に対して，{
E

[(
max

s ̸=t,s,t∈Dm

|Xt −Xs|
|t− s|α

)p]}1/p

≤ 2c1

(1 − 2−ε)(1 − 2−(ε−α))
=: c2(c1, ε, α)

が成り立つ．
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c2はmに依存しないので，m→ ∞として次の系を得る．

Corollary 29.1. {Xt : t ∈ [0, 1]∩Q2}を r.v.’sの集まりとし，ある c1 > 0, ε ∈ (0, 1], 1 ≤
p < ∞が存在して，すべての s, t ∈ [0, 1] ∩ Q2に対して (∗∗)をみたすとする．このとき，
任意の α ∈ (0, ε)に対して，{

E

[(
sup

s ̸=t,s,t,∈[0,1]∩Q2

|Xt −Xs|
|t− s|α

)p]}1/p

≤ c2(c1, ε, α)

が成り立つ．特に，

sup
s ̸=t,s,t,∈[0,1]∩Q2

|Xt −Xs|
|t− s|α

<∞ a.s.

である．

Proof. Mk = max1≤i≤2k |X(i/2k) −X((i− 1)/2k)|とおくと，

(E[Mp
k ])1/p ≤

 2k∑
i=1

E[|X(i/2k) −X((i− 1)/2k)|p]

1/p

≤ (cp12
k2−(1+pε)k)1/p = c12

−εk.

2−k ≤ t− s < 2−k+1のとき，s, t ∈ Dmは

s =
(i− 1)

2k
− ∗

2k+1
− · · · − ∗

2m
,

t =
i

2k
+

∗
2k+1

+ · · · +
∗

2m
(∗は 0 or 1)

の形に表せるから，

|Xt −Xs|
≤ |X(t) −X(i/2k)| + |X(i/2k) −X((i− 1)/2k)| + |X((i− 1)/2k) −X(s)|

≤
m∑

ℓ=k+1

Mℓ +Mk +

m∑
ℓ=k+1

Mℓ ≤ 2

m∑
ℓ=k+1

Mℓ + 2k(t− s)Mk.

ゆえに，2−k ≤ t− s < 2−k+1, s, t ∈ Dmならば，

|Xt −Xs|
(t− s)α

≤ 2 · 2αk
m∑

ℓ=k+1

Mℓ + 2k · 2(−k+1)(1−α)Mk ≤ 2 · 2αk
m∑
ℓ=k

Mℓ.

ここで，(E[(
∑m

ℓ=kMℓ)
p])1/p ≤

∑m
ℓ=k(E[Mp

ℓ ])1/p ≤ c1
∑∞

ℓ=k 2−εℓ = c12
−εk/(1 − 2−ε).

s, t ∈ Dmに対して，s ̸= tなる限り，|s− t| ≥ 2−mであるから，{
E

[(
max

s̸=t,s,t∈Dm

|Xt −Xs|
|t− s|α

)p]}1/p

≤ 2c1
1 − 2−ε

m∑
k=0

2−(ε−α)k ≤ 2c1

(1 − 2−ε)(1 − 2−(ε−α))
.

よって，補題が示された．
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いま，Bs −Bt ∼ N(0, |s− t|)であるから，E[(Bs −Bt)
4] = 3|s− t|2である．そこで，

Corollary 29.3を p = 4, ε = 1/4, α = 1/8として適用すれば，P (Ω0) = 1なる事象 Ω0が
存在して，各 ω ∈ Ω0に対して，パス t 7→ Bt(ω), t ∈ [0, 1] ∩ Q2が一様連続であることが
わかる．
Step 3. {Bt : t ∈ [0, 1] ∩Q2}を [0, 1]に連続拡張する．次の補題を示す．

Lemma 29.4. Dを [0, 1]の稠密な部分集合とし，f : D → RはD上一様連続とする．この
とき，D上で f に一致する一意な連続関数 f̃ : [0, 1] → Rが存在する：f̃(x) = f(x), x ∈ D.

Proof of Lemma 29.4. 一意性は明らか．存在を示す．Dは [0, 1]で稠密であるから，任意
の t ∈ [0, 1]に対して，tn ∈ D, tn → tとなるものが存在する．このとき，{f(tn)}∞n=1は
Rの Cauchy列なので，有限な limn f(tn)が存在する．この極限が tn の選び方に依存し
ないことを示す．sn ∈ D, sn → tをもう 1つ選ぶ．このとき，sn − tn → 0と f の一様
連続性より，f(sn) − f(tn) → 0 となるから，limn f(tn) = limn f(sn)を得る．そこで，
f̃(t) := limn f(tn) と定義すれば，f̃ が求める連続関数である．

そこで，各 t ∈ [0, 1]に対して，

B̃t(ω) =

lims→t,s∈[0,1]∩Q2
Bs(ω) if ω ∈ Ω0

0 if ω /∈ Ω0

と定義する．各 ω ∈ Ωに対して，t 7→ B̃t(ω), t ∈ [0, 1]は連続である．あとは，{B̃t : t ∈
[0, 1]}の各 f.d.d.が標準BMのそれと一致することを確認すればよい．t1, . . . , tm ∈ [0, 1]に
対して，tk(n) ∈ [0, 1]∩Q2を tk(n) → tk (n→ ∞)となるように選ぶと，B(tk(n)) → B(tk)

a.s. (n→ ∞)であるから，

(B(t1(n)), . . . , B(tm(n)))
d→ (B̃(t1), . . . , B̃(tm)), n→ ∞

である．左辺は平均 0の多変量正規分布に従い，E[B(tk(n))B(tℓ(n))] = tk(n) ∧ tℓ(n) →
tk ∧ tℓとなる．Cramér-Wold deviceと合わせると，次の補題を示せば十分である．

Lemma 29.5. Xn ∼ N(0, σ2n) とし，n → ∞ のとき，σ2n → σ2 とする．このとき，

Xn
d→ N(0, σ2).

Proof of Lemma 29.5. E[eitXn ] = φn(t) = e−t
2σ2

n/2 → e−t
2σ2/2.

以上より，{B̃t : t ∈ [0, 1]}が [0, 1]上の標準 BMであることが示された．あとは，

B̂t = (1 + t)B̃t/(1+t) − tB̃1, t ∈ R+

とおくと，{B̂t : t ∈ R+}は標準 BMである．
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証明を検証していくと，任意の α ∈ (0, 1/2)に対して，BMのサンプルパスは a.s.に局
所 α-Hölder連続であることがわかる (cf. Exercise 29.9)．しかし，標準BMのサンプルパ
スは a.s.にいたるところ微分不可能である．これは次の定理から従う．

Theorem 29.2 (Paley-Wiener-Zygmund). (Ω,F , P )を完備とし，{Bt : t ∈ R+}を標準
BMとする．このとき，任意の α > 1/2に対して，

P

({
ω : ∃s ∈ R+ s.t. lim sup

t↓s

|Bt(ω) −Bs(ω)|
(t− s)α

<∞

})
= 0.

Proof. f : R+ → Rに対して，

δs(f) = lim sup
t↓s

|f(t) − f(s)|/(t− s)α

と定義する．このとき，

{∃s ∈ R+ s.t. δs(B) <∞} =
∞∪
n=0

{∃s ∈ [0, 1) s.t. δs(Bn+• −Bn) <∞}

であって，各 nに対して，{Bn+t −Bn : t ∈ R+}は標準 BMなので，

P ({∃s ∈ [0, 1) s.t. δs(B) <∞}) = 0

を示せばよい．ところで，あらゆる L ∈ Nに対して，

{∃s ∈ [0, 1) s.t. δs(B) <∞}

⊂
∞∪

M=1

∞∪
N=1

∞∩
n=N

n∪
m=0

L−1∩
ℓ=0

{
|B((m+ ℓ+ 1)/n) −B((m+ ℓ)/n)| ≤M/nα

}
であるから，適当な Lに対して，

lim
n
nP (|B((m+ ℓ+ 1)/n) −B((m+ ℓ)/n)| ≤M/nα, 0 ≤ ∀ℓ ≤ L− 1) = 0

となることを示せばよい．しかし，

P (|B((m+ ℓ+ 1)/n) −B((m+ ℓ)/n)| ≤M/nα, 0 ≤ ∀ℓ ≤ L− 1)

= {P (|B1/n| ≤M/nα)}L = {P (|B1| ≤Mn1/2−α)}L = O(n(1/2−α)L)

であるから，(1/2 − α)L < −1となるように Lを選べばよい．

多次元の Brown運動. {B(ℓ)
t : t ∈ R+}, ℓ = 1, . . . , dを独立な標準 BMとすると，Rdに

値をとる確率過程
Bt = (B

(1)
t , . . . , B

(d)
t ), t ∈ R+

を d次元標準 Brown運動と呼ぶ．ただし，以下では d = 1の場合のみ扱う．
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可分修正

やや寄り道となるが，確率過程の可分修正を考察する．一般に 2つの確率過程 {Xt : t ∈
T}, {Yt : t ∈ T}が互いの修正 (modification)であるとは，P (Xt = Yt) = 1 (∀t ∈ T )とな
ることを言う．以下，(Ω,F , P )を完備な確率空間，N = {N ∈ F : P (N) = 0}, T を可分
な距離空間とし，{Xt : t ∈ T}を確率過程とする．このとき，{Xt}が可分 (separable)で
あるとは，次をみたす零集合N ∈ N と可算集合D ⊂ T が存在することを言う：任意の
ω ∈ Ω \N と t ∈ T に対して，tn → tなる tn ∈ Dが存在して，X(tn, ω) → X(t, ω)とな
る．もっと一般に距離空間に値をとる確率過程に対しても，可分性を同様に定義する．
例えば，{Xt}が連続なパスをもてばそれは可分である．また，T = R+のとき，{Xt}

が右連続なパスをもてばそれは可分である．T が非可算であるとき，例えば supt∈T Xtは
非可算集合に関して supをとっているので，その可測性は明らかでない．しかしながら，
{Xt}が可分なら，supt∈T Xtは可測である．もっと一般に，{Xt}が可分なら，任意の開
集合G ⊂ T に対して，

sup
t∈G

Xt = sup
t∈G∩D

Xt a.s.

であるから，左辺の可測性が保証される．suptXtを supt |Xt|としても同様である．可分
性は確率過程の専門書においてしばしば現れる概念である．ここでの目標は，{Xt}は必
ず可分な修正をもつということを証明することである (ただし，その修正はR値の確率過
程になる)．従って，パスの性質ではなく，supt∈GXtのような量の評価 (期待値や裾確率)

に興味がある場合，インデックス集合 T を可算と仮定してしまってもそれほど一般性を失
うわけではない，と言える 17．

Theorem 29.3. T を可分な距離空間とし，{Xt : t ∈ T}を確率過程とする．このとき，
次をみたすR値の確率過程 {X̃t : t ∈ T}が存在する：{X̃t}は可分であって，{Xt}の修正
になっている：P (X̃t = Xt) = 1 ∀t ∈ T .

{X̃t}は R値であるが，固定した t ∈ T に対して，X̃tが±∞をとる確率は 0である．

Proof. 証明を 3つのステップに分割する．
Step 1. 任意の S ⊂ T, S ̸= ∅と B ∈ Bに対して，次をみたす tn = t

(S,B)
n ∈ S, n =

1, 2, . . . が存在することを示す：任意の t ∈ Sに対して，

N(t, B) := {Xt ∈ B}
∩( ∞∩

n=1

{Xtn /∈ B}

)

の確率は 0である．

17とは言っても，Xt に f.d.d.’s以外のなんらかの構造があって，もともとの Xt に対して suptXt の評価
をしたい場合は，可分修正をとることは無意味である．
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S ⊂ T, S ̸= ∅とB ∈ Bを givenとし，{tn}を次のように帰納的に決める．t1 ∈ T を任
意にとり，tnまで決まったら，

Mn :=
n∩
k=1

{Xtk /∈ B}, Ln(t) := Mn ∩ {Xt ∈ B}, pn = sup
t∈S

P{Ln(t)}

と定義する．pn = 0なら，pn+1 = pnとすればよい．pn > 0のときは，P{Ln(t)} ≥ pn/2

をみたす t ∈ Sを 1つ選んでそれを tn+1とする．
このとき，Ln(tn+1), n = 1, 2, . . . は排反であって，

1 ≥ P

{∪
n

Ln(tn+1)

}
=
∑
n

P{Ln(tn+1)} ≥ 1

2

∑
n

pn.

よって，pn → 0である．いま，各 t ∈ Sに対して，Ln(t) ↓ N(t, B)であるから，P{N(t, B)} =

limn P{Ln(t)} = 0を得る．
Step 2. I を有理点を端点にもつ開区間の全体とする．また，T0を T の可算稠密集合

とし，U を T0の点を中心にもち，有理数の半径をもつ T の開球の全体とする．さらに，

D = {t(U,I)n : U ∈ U , I ∈ I, n = 1, 2, . . . },

N(t) =
∪
U∈U

∪
I∈I

(
{Xt ∈ I}

∩( ∞∩
n=1

X
t
(U,I)
n

/∈ I}

))
, t ∈ T

とおく．Step 1より，P{N(t)} = 0である．このとき，次を示す：各 t ∈ T, ω ∈ Ω \N(t)

に対して，sn → t, sn ∈ Dが存在して，X(sn, ω) → X(t, ω)となる．
t ∈ T, ω ∈ Ω \ N(t)を givenとし，n = 1, 2, . . . に対して，直径が n−1 以下の U の開

球 U ∋ tと，直径が n−1 以下の I の区間 I ∋ X(t, ω)を選ぶ．ここで，N(t)の定義よ
り，ある sn ∈ {t(U,I)k : k = 1, 2, . . . }が存在して，X(sn, ω) ∈ I となる．この構成から，
sn → t,X(sn, ω) → X(t, ω)となる．
Step 3. 定理の結論を示す．Step 2の snを s

(t)
n (ω)とする．このとき，

X̃(t, ω) :=

X(t, ω) if t ∈ D or ω ∈ Ω \N(t)

lim supnX(s
(t)
n (ω), ω) if t /∈ D and ω ∈ N(t)

と定義する．各 t ∈ T に対して，X̃t(ω) = Xt(ω) ∀ω ∈ Ω \ N(t)であるから，各 X̃t は
R-valued r.v.であって，{X̃t}は {Xt}の修正になる．{X̃t}が可分であることを示そう．
N :=

∪
t∈DN(t)とおくと，P (N) = 0である．t ∈ T, ω ∈ Ω \ N を givenとする．問題

となるのは，t /∈ D & ω ∈ N(t)のときのみである．しかし，このとき，X̃tの定義から，
{s(t)n (ω)}の部分列 {s(t)nk(ω)} ⊂ Dが存在して，s(t)nk(ω) → t & X(s

(t)
nk(ω), ω) → X(t, ω)と

なる．
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演習問題

Exercise 29.1. 標準 BMの修正であるが，パスが不連続な確率過程を構成せよ．

Exercise 29.2. 2 つの確率過程 {Xt : t ∈ T}, {Yt : t ∈ T} が 区別できない (indis-

tinguishable)とは，ある N ∈ F , P (N) = 0が存在して，あらゆる ω ∈ N c に対して，
Xt(ω) = Yt(ω) (∀t ∈ T )となることを言う．T = R+のとき，右連続なパスをもつ 2つの
確率過程が互いの修正であれば，それらは区別できないことを示せ．

Exercise 29.3. {Xt : t ∈ R+}を右連続なパスをもつ確率過程とすると，

(t, ω) 7→ Xt(ω), R+ × Ω → R

は BR+ ×F/B可測であることを示せ．

Exercise 29.4. 次の 3条件をすべてみたす確率過程 {Xt : t ∈ [0, 1]}は存在しないこと
を示せ．(1) 相異なる s, t ∈ [0, 1]に対して，XsとXtは独立．(2) 各Xtは同一分布に従
い，分散 1をもつ．(3) パス t 7→ Xtは連続．

Exercise 29.5. t ∈ R+に対して，

Xt(ω) =

∫ t

0
Bs(ω)ds

とおく．{Xt}がGauss過程であることを示し，その平均関数と共分散関数を計算せよ．

Exercise 29.6. B◦
t = Bt − tB1, t ∈ [0, 1]を Brown橋 (Brownian bridge)と呼ぶ．

(a) {B◦
t }がGauss過程であることを示し，その共分散関数を計算せよ．

(b) 0 < t1 < · · · < tk < 1を任意に固定し，ε > 0に対して，µε(A) := P ((Bt1 , . . . , Btk) ∈
A | |B1| ≤ ε), A ∈ Bkと定義する．このとき，任意の εn ↓ 0に対して，

µεn
w→ L(B◦

t1 , . . . , B
◦
tk

)

を示せ．

Exercise 29.7. Lemma 29.4において，f がD上で一様連続でなくて，単に連続な場合
は結論は成り立つか．

Exercise 29.8 (時間反転). Xt = tB1/t (t ̸= 0), X0 = 0とおくと，{Xt}は標準 BMであ
ることを示せ．これから，limt→∞Bt/t = 0 a.s.を導け．

Exercise 29.9. 任意の 0 < α < 1/2に対して，

P

{
sup

s,t∈[0,1],s ̸=t

|Bt −Bs|
|t− s|α

<∞

}
= 1

を示せ．
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Exercise 29.10. t > 0を固定し，∆m,n = |B(tm2−n) − B(t(m − 1)2−n)|とおく．この
とき，

∑2n

m=1 ∆2
m,n → t a.s. (n→ ∞)を示せ．

Exercise 29.11. −∞ < a < b <∞とし，関数F : [a, b] → Rに対して，F の全変動関数
(total variation function)を

VF (x) = sup

{
n∑
i=1

|F (xi) − F (xi−1)| : a = x0 < x1 < · · · < xn = x, n ∈ N

}
, x ∈ [a, b]

と定義する．VF (x)は非減少であって，VF (b) <∞のとき F は有界変動 (bounded vari-

ation)であると言う．

(a) F が 2つの非減少関数の差で表せるなら，F は有界変動であることを示せ．

(b) G(x) = VF (x) + F (x),H(x) = VF (x) − F (x)とおくと，G,H はそれぞれ非減少で
あることを示せ．

(c) F が右連続なら，VF (x)も右連続であることを示せ．

Remark 29.1. F が右連続な有界変動関数であって，F (a) = 0なら，F1(x) = (VF (x) +

F (x))/2, F2(x) = (VF (x) − F (x))/2とおくと，F1, F2 は右連続かつ非減少で，F1(a) =

F2(a) = 0, F = F1 − F2 をみたす．形式的に，Fi(x) = Fi(b) (for x > b, i = 1, 2),

F1(x) = F2(x) = 0 (for x < a)として，F1, F2をR上の関数に拡張すれば，F1, F2はR上
で右連続かつ非減少であって，それぞれに対応して Lebesgue-Stieltjes積分を構成できる．
従って，[a, b]上の有界可測関数 f に対して，∫

[a,b]
fdF :=

∫
[a,b]

fdF1 −
∫
[a,b]

fdF2

として F に関する積分を定義できる．

Exercise 29.12. 標準 BMのパスの [0, 1]上での全変動は a.s.に+∞であることを示せ．
従って，Btに関する積分をパスごとに Lebesgue-Stieltjes積分として構成することはでき
ないことがわかる．この認識が確率積分の出発点である．
ヒント：Exercise 29.10.
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30 連続時間のマルチンゲール

本節は Brown運動に関する考察を一旦中断し，連続時間のマルチンゲールに関するご
く基本的な結果をカバーする．F の sub σ-fieldsの増加列 {Ft : t ∈ R+}：

Fs ⊂ Ft, s < t,

をフィルトレーション (filtration)と呼ぶ．技術的な問題を避けるために，(Ω,F , P )は完
備とし，各 Ftは P 零集合の全体を含むとする．すなわち，

N := {N ∈ F : P (N) = 0} ⊂ Ft (∗)

と仮定する．さらに，{Ft}は次の意味で右連続と仮定する．

Ft = Ft+ :=
∩
s>t

Fs, t ∈ R+. (∗∗)

{Ft}が条件 (∗)と (∗∗)をみたすとき，通常の仮定をみたす，と言う．
一般にフィルトレーションは通常の仮定をみたすとは限らない．例えば，F0 = {∅,Ω},Ft =

F ̸= {∅,Ω}, t > 0とすると，{Ft}はフィルトレーションであるが，F0+ = F ̸= F0であ
る．しかし，通常の仮定をみたすとは限らないフィルトレーション {F00

t }が与えられたと
き，F0

t := σ(F00
t ∪N ),Ft := F0

t+としてフィルトレーションを拡大すれば，{Ft}は通常
の仮定をみたすフィルトレーションである．以下では，{Ft}は通常の仮定をみたすとする．
関数 T : Ω → [0,∞]が停止時刻 (stopping time)であるとは，各 t ∈ R+ に対して，

{T ≤ t} ∈ Ftとなることを言う．T < ∞ a.s.のとき，T を有限な停止時刻と呼び，ある
定数Kに対して，T ≤ K a.s.となるとき，T を有界な停止時刻と呼ぶ．{Ft}の右連続性
より，次の補題が成り立つ．

Lemma 30.1. T が停止時刻 ⇔ {T < t} ∈ Ft (∀t ∈ (0,∞)).

Proof. ⇒. {T < t} =
∪∞
n=1{T ≤ t− 1/n} ∈ Ft.

⇐. {T ≤ t} =
∩∞
m=n{T < t + 1/m} ∈ Ft+1/n. nは任意であるから，{T ≤ t} ∈∩∞

n=1Ft+1/n = Ft+ = Ftを得る.

S, T が停止時刻なら，S ∨ T, S ∧ T, S + T も停止時刻である．特に，定数 S ≡ t ≥ 0は
停止時刻なので，T + tは停止時刻である．また，Tnが停止時刻の列ならば，

sup
n
Tn, inf

n
Tn, lim sup

n
Tn, lim inf

n
Tn

はすべて停止時刻である．
確率過程 {Xt : t ∈ R+}が {Ft}に適合 (adapted)しているとは，各 t ∈ R+に対して，

Xt ∈ Ftとなることを言う．適合過程 {Xt}とA ∈ Bに対して，

TA = inf{t ≥ 0 : Xt ∈ A}, inf ∅ = +∞

を {Xt}のAへの到達時刻 (hitting time)と呼ぶ．
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Lemma 30.2. 次のいずれかの条件がみたされるなら，TAは停止時刻である．

(a) Aが開集合で，{Xt}が右連続 (or左連続)なパスをもつ．

(b) Aが閉集合で，{Xt}が連続なパスをもつ．

Proof. (a). {TA < t} =
∪
q∈[0,t)

∩
Q{Xq ∈ A} ∈ Ft.

(b). d(x,A) = infy∈A |x − y|に対して，x ∈ A ⇔ d(x,A) = 0である. ここで，写像
x 7→ d(x,A)は連続であるから，{TA ≤ t} = {infq∈[0,t]∩Q d(Xq, A) = 0} ∈ Ftを得る.

Remark 30.1. 到達時刻 TAはもっと弱い仮定のもとで停止時刻になることが知られてい
る：Sを距離空間とし，{Xt}を右連続か左連続なパスをもつ S値適合過程とすると，任
意の Borel集合 A ⊂ S に対して，TA は停止時刻になる．さらに，パスに関する制約も，
発展的可測性というもっと弱い仮定に取り替えることができる．この一見すると単純なス
テートメントの証明には，深い測度論の議論を必要とする．第 39節を参照せよ．ただし，
本講義ノートの範囲では上の補題で十分である．

Lemma 30.3 (Durrett 8.3.1). 有限な停止時刻 T が与えられたとき，各 n ∈ Nに対して，
Tn(ω) :=

∑∞
k=1(k/2

n)1[(k−1)/2n,k/2n)(T (ω)) は停止時刻であって，Tn ↓ T a.s. (n → ∞)

をみたす. Tnを T の離散近似と呼ぶことにする．

確率過程 {Xt}が可測であるとは，(t, ω) 7→ Xt(ω)が BR+ ×F/B可測になることを言
う．{Xt}が可測なら，有限な停止時刻 T に対して，XT (ω)(ω)は a.s.に定義された r.v.で
ある．Exercise 29.3より，{Xt}が右連続なパスをもてばそれは可測である．
停止時刻 T に対して，

FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft ∀t ∈ R+}

と定義する．ただし，F∞ :=
∨
t∈R+

Ftである．T ≡ t ∈ R+ ∪ {+∞}なら，FT = Ftで
ある．また，{Ft}の右連続性より，

FT = {A ∈ F∞ : A ∩ {T < t} ∈ Ft ∀t ∈ (0,∞)}

とも表せる (Durrett 8.3.4).

Lemma 30.4. (i) FT はσ-fieldである．(ii) S ≤ Tなら，FS ⊂ FT . (iii) FT =
∩
ε>0FT+ε.

(iv) {Xt}が右連続なパスをもつ適合過程とし，T を有限な停止時刻とすると，XT ∈ FT .

Proof. (i)はよい．(ii). A ∈ FSなら，A∩{T ≤ t} = (A∩{S ≤ t})∩{T ≤ t} ∈ Ft. (iii). (ii)

より，FT ⊂ FT+εであるから，FT ⊂
∩
ε>0FT+ε. 逆の包含関係を示す．A ∈

∩
ε>0FT+εに

対して，A
∩
{T+1/n ≤ t} ∈ Ft. n→ ∞として，{T+1/n ≤ t} = {T ≤ t−1/n} ↑ {T < t}

となるから，A ∩ {T < t} ∈ Ft. (iv). Tnを T の離散近似とすると，A ∈ Bに対して，

{XTn ∈ A} ∩ {Tn = k/2n} = {Xk/2n ∈ A} ∩ {Tn = k/2n} ∈ Fk/2n
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である．Tnは {k/2n : k ∈ N}にしか値をとらないから，

{XTn ∈ A} ∩ {Tn ≤ t} =
∪

k:k/2n≤t

({XTn ∈ A} ∩ {Tn = k/2n}) ∈ Ft

である．よって，XTn ∈ FTn ⊂ FT+1/2n．n ≥ mに対して，XTn ∈ FT+1/2n ⊂ FT+1/2m

であって，Xtの右連続性より，XTn → XT a.s. (n → ∞)となるから，XT ∈ FT+1/2m．
mは任意であるから，XT ∈

∩
mFT+1/2m = FT を得る．

次にマルチンゲールを定義しよう．確率過程 {Xt : t ∈ R+}が，次の 3条件をみたすと
き，それを {Ft}に関するマルチンゲールと呼ぶ：

(i) Xt ∈ L1 ∀t ∈ R+.

(ii) {Xt}は {Ft}に適合している．

(iii) E[Xt | Fs] = Xs a.s. for 0 ≤ s < t.

(iii)の代わりに，E[Xt | Fs] ≥ Xs (or ≤ Xs) a.s. for all 0 ≤ s < tが成り立つとき，
{Xt}を劣 (or 優)マルチンゲールと呼ぶ．

Remark 30.2. 停止時刻，適合性，およびマルチンゲールは，通常の仮定をみたさない
フィルトレーションに対してもそのまま定義される．しかし，以下の議論では，引き続き，
{Ft}は通常の仮定をみたすとする．この仮定のもとで，N ⊂ Ftであるから，{Xt}が適
合過程 (マルチンゲール)であって，{X̃t}が {Xt}の修正なら，{X̃t}も適合過程 (マルチ
ンゲール)である．

離散時間のマルチンゲールに対して成り立つ多くの性質は連続時間のマルチンゲールに
対しても自然に拡張される．まず，最大不等式を示す．

Theorem 30.1 (Doobの不等式と Lp最大不等式). {Xt}を右連続なパスをもつ劣マルチ
ンゲールとし，t, α > 0とする．このとき，

αP

(
sup
0≤s≤t

Xs ≥ α

)
≤ E

[
Xt, { sup

0≤s≤t
Xs ≥ α}

]
≤ E[X+

t ]

が成り立つ．さらに，Xs ≥ 0 a.s. (∀s ∈ R+)であれば，1 < p <∞に対して，

E

[
sup
0≤s≤t

Xp
s

]
≤
(

p

p− 1

)p
E[Xp

t ]

が成り立つ．
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Proof. Doobの不等式のみ示せば十分である．{Xtk/2n : k ∈ Z+}は {Ftk/2n : k ∈ Z+}に
関する劣マルチンゲールであるから，Theorem 22.1より，

αP

(
max

0≤k≤2n
Xtk/2n > α

)
≤ E

[
Xt, { max

0≤k≤2n
Xtk/2n ≥ α}

]
≤ E

[
Xt, { sup

0≤s≤t
Xt ≥ α}

]
が成り立つ．n→ ∞のとき，パスの右連続性より，{

max
0≤k≤2n

Xtk/2n > α

}
↑
{

sup
0≤s≤t

Xs > α

}
となるから，求める結論を得る．

次に収束定理を示す．

Theorem 30.2 (収束定理). {Xt}を右連続なパスをもつ劣マルチンゲールとし，

sup
t∈R+

E[X+
t ] <∞ (∗3)

とする．このとき，∃X∞ ∈ L1 s.t. limt→∞Xt = X∞ a.s.となる．さらに，{Xt}が一様可積
分なら，Xt → X∞ in L1 (t→ ∞)となり，{Xn}が supt∈R+

E[|Xt|p] <∞ (1 < ∃p <∞)

をみたすマルチンゲールか非負劣マルチンゲールなら，Xt → X∞ in Lp (t→ ∞)となる．

{Xt}が劣マルチンゲールなら，E[|Xt|] = 2E[X+
t ] − E[Xt] ≤ 2E[X+

t ] − E[X0]. よっ
て，(∗3)は {Xt}が L1有界であることと同値である．

Proof. 前半のみ示せば十分である．a < bとし，各n ∈ Nに対して，Xtk/2n , k = 0, 1, . . . , 2n

が [a, b]を上向きに横断する回数を Ut,n[a, b]とおくと，Theorem 21.2より，

(b− a)E[Ut,n[a, b]] ≤ E[(Xt − a)+]

が成り立つ．Ut,n[a, b]はnに関して非減少なので，Ut,n[a, b] ↑ Ut[a, b] := supm Ut,m[a, b] (n→
∞)となる．さらに，Fatouの補題より，

E[Ut[a, b]] ≤
E[(Xt − a)+]

b− a

を得る．右辺は tに関して有界であって，Un[a, b] ↑ U∞[a, b] := supm Um[a, b] (n→ ∞)で
あるから，Fatouの補題より，E[U∞[a, b]] < ∞を得る．特に，U∞[a, b] < ∞ a.s.である
から，

Fa,b =

{
ω : lim inf

t→∞,t∈Q2

Xt(ω) < a < b < lim sup
t→∞,t∈Q2

Xt(ω)

}
とおいたとき，P (Fa,b) = 0である．ただし，Q2は 2進有理数の全体である．あとは離散
時間の場合と同様にして，∃X∞ ∈ L1 s.t. limt→∞,t∈Q2 Xt = X∞ a.s.となることが示され
る．パスの右連続性より，これは limt→∞Xt = X∞ a.s.を意味する．
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{Xt}が右連続なパスをもつL1有界な劣マルチンゲールなら，a.s.に一意な r.v. X∞ ∈ L1

が存在して，limt→∞Xt = X∞ a.s. となる (N ⊂ F∞ であるから，X∞ はどのように
選んでも F∞ 可測である)．そこで，そのような場合は，与えられた停止時刻 T に対し
て，T (ω) = ∞のときは，XT (ω)(ω) = X∞(ω) と定義しておけば，XT (ω)(ω)がすべて
の ω ∈ Ωに対して定義される．このとき，XT∧n は FT∧n (⊂ FT )可測な r.v.であって，
XT = limnXT∧nであるから，XT は FT 可測な r.v.である．

Theorem 30.3 (任意停止定理). {Xt}を右連続なパスをもつ劣マルチンゲールとし，S ≤ T

を停止時刻とする．このとき，{Xt}が一様可積分であるか，または T が有界であれば，
XS とXT は可積分であって，XS ≤ E[XT | FS ] a.s.が成り立つ．

もちろん，{Xt}が右連続なパスをもつマルチンゲールであって，S ≤ T が停止時刻で
あるとき，{Xt}が一様可積分であるか，または T が有界であれば，XS = E[XT | FS ] a.s.

が成り立つ ({Xt}と {−Xt}に対して定理を適用すればよい)．

Proof. Sn, TnをそれぞれS, T の離散近似とする．このとき，{Xk/2n : k ∈ Z+}は {Fk/2n :

k ∈ Z+}に関する劣マルチンゲールであって，Sn ≤ Tnは{k/2n : k ∈ Z+}に値をとる．ここ
で，{Xt}が一様可積分であるかT が有界であれば，{XTn∧(k/2n) : k ∈ Z+}は一様可積分で
あるから，Theorem 24.1より，XSnとXTnは可積分であって，XSn ≤ E[XTn | FSn ]が成り
立つ．よって，A ∈ FS ⊂ FSnに対して，E[XSn , A] ≤ E[XTn , A]を得る．一方，Tn+1 ≤ Tn

より，XTn+1 ≤ E[XTn | FTn+1 ]であるから，{XT−n : n ≤ −1}は {FT−n : n ≤ −1}に関す
るバックワード・劣マルチンゲールである．ここで，infnE[XTn ] ≥ E[X0] > −∞である
から，Theorem 23.2とパスの右連続性より，XT は可積分であって，XTn → XT a.s. and

in L1となる．同様に，XSは可積分であって，XSn → XS a.s. and in L1となる．従って，
A ∈ FS に対して，E[XS , A] ≤ E[XT , A]となるから，XS ≤ E[XT | FS ] a.s.を得る．

Theorem 30.4. {Xt : t ∈ R+}を右連続なパスをもつ (劣)マルチンゲールとし，T を停
止時刻とする．このとき，{XT∧t : t ∈ R+}も (劣)マルチンゲールである．

Proof. 劣マルチンゲールの場合のみ考えればよい．XT∧t ∈ FT∧t ⊂ Ftより，{XT∧t : t ∈
R+}は {Ft}に適合している．t > s ≥ 0とし，A ∈ Fsとする．このとき，A∩ {T > s} ∈
FT∧sである．また，Theorem 30.3より，XT∧sとXT∧tは可積分であって，

E[XT∧t.A] = E[XT , A ∩ {T ≤ s}] + E[XT∧t, A ∩ {T > s}]

≥ E[XT , A ∩ {T ≤ s}] + E[XT∧s, A ∩ {T > s}] = E[XT∧s, A]

が成り立つ．よって，XT∧s ≤ E[XT∧t | Fs]を得る．

Corollary 30.1. {Xt}を右連続なパスをもつ一様可積分なマルチンゲール (非負劣マル
チンゲール)とし，T を停止時刻とする．このとき，{XT∧t : t ∈ R+}も一様可積分なマル
チンゲール (非負劣マルチンゲール)である．
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Proof. |XT∧t| ≤ E[|XT | | FT∧t]より，{XT∧t : t ∈ R+}は一様可積分である．

連続時間においてDoob分解に対応する結果として，Doob-Meyer分解があり，これは
確率積分の基礎となる重要な結果である．ただ，そのステートメントと証明は多くのペー
ジ数を要するのと，本講義ノートでは確率積分を扱わないので，Doob-Meyer分解は扱わ
ない．Doob-Meyer分解の証明はKaratzas and Shreve (1997)にある．また，もっと短い
証明が Beiglbock et al. (2012)にある．

Doobの正則化定理

さて，これまでの議論において，{Ft}は通常の仮定をみたし，(劣)マルチンゲール {Xt}
は右連続なパスをもつと仮定してきたが，その妥当性を検証しよう．通常の仮定をみたすと
は限らないフィルトレーション{F00

t }が与えられたとしても，F0
t := σ(F00

t ∪N ),Ft := F0
t+

としてフィルトレーションを拡大すれば，{Ft}は通常の仮定をみたす．フィルトレーショ
ンの拡大は停止時刻の条件を緩和するので，T が {F00

t }に関する停止時刻であれば，{Ft}
に関する停止時刻でもある．しかし，マルチンゲール性が保たれるかどうかは明らかで
はない．しかし，じつは {Xt}が {F00

t }に関する劣マルチンゲールなら，緩やかな条件
のもとで，{Xt}の修正 {X̃t}であって，右連続なパスをもち，{Ft}に関する劣マルチン
ゲールとなるものが存在する．2つの確率過程 {Xt}と {X̃t}が互いの修正であるとは，
P (Xt = X̃t) = 1 (∀t ∈ R+)となることを言うのであった．関数 f : R+ → Rが càdlàg

(“continue à droite, limite à gauche”)であるとは，それが右連続であって，あらゆる t > 0

に対して有限な左極限 lims↑t f(s)をもつことを言う．

Theorem 30.5 (Doobの正則化定理). {F00
t }を通常の仮定をみたすとは限らないフィル

トレーションとし，F0
t = σ(F00

t ∪N ), Ft = F0
t+とおく．また，{Xt}を {F00

t }に関する劣
マルチンゲールとする．このとき，P (Ω0) = 1なる事象Ω0が存在して，あらゆる ω ∈ Ω0

と t ∈ R+に対して，有限な

Xt+(ω) := lim
s↓t,s∈Q2

Xs(ω)

が存在する．そこで，ω ∈ Ωc
0に対しては，Xt+(ω) = 0 (∀t ∈ R+)と定義すると，{Xt+}

は càdlàgなパスをもつ {Ft}に関する劣マルチンゲールである．さらに，{Xt+}が {Xt}
の修正であるためには，t 7→ Xtが L1への写像として右連続であること，すなわち，あら
ゆる t ∈ R+に対して，

lim
s↓t

E[|Xs −Xt|] = 0

となることが必要十分である．

Proof. t > s ≥ 0に対して，Xs ≤ E[Xt | F00
s ] = E[Xt | F0

s ] a.s.であるから，{Xt}は
{F0

t }に関する劣マルチンゲールでもある (cf. Exercise 30.1)．また，t ∈ R+と tn ↓ tな
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る数列 tnに対して，{Xt−n : n ≤ −1}は {F0
t−n

: n ≤ −1}に関するバックワード・劣マル
チンゲールであるから，{Xtn}は一様可積分である．
a < bとし，各 n ∈ Nに対して，Xtk/2n , k = 0, 1, . . . , 2nが [a, b]を上向きに横断する回

数を Ut,n[a, b]とおく．また，Un[a, b] = supm Um,n[a, b]とおくと，Theorem 30.2の証明
より，E[Un[a, b]] ≤ (b− a)−1E[(Xn − a)+] <∞であるから，

F :=
∪
n∈N

∪
a<b
a,b∈Q

{Un[a, b] = ∞}

とおくと，P (F ) = 0である．ここで，仮にある ω ∈ Ωと 0 ≤ t < nにおいて，

lim inf
s↓t,s∈Q2

Xs(ω) < lim sup
s↓t,s∈Q2

Xs(ω)

であるならば，ある a, b ∈ Q, a < bと数列 sk ∈ Q2 が存在して，Xs2k−1
(ω) < a < b <

Xs2k(ω)となるから，Un[a, b](ω) = ∞となる．よって，ω ∈ F cに対して，

lim inf
s↓t,s∈Q2

Xs(ω) = lim sup
s↓t,s∈Q2

Xs(ω) = lim
s↓t,s∈Q2

Xs(ω)

が [−∞,∞]の範囲で存在する．さらに，Theorem 30.1の証明の議論に Corollary 22.1を
適用して，各 n ∈ Nと α > 0に対して，

αP

(
sup

s∈Q2∩[0,n]
|Xs| > α

)
≤ 2E[X+

n ] − E[X0]

となることが示されるので，

G =
∪
n

{
sup

s∈Q2∩[0,n]
|Xs| = ∞

}

とおくと，P (G) = 0である．よって，Ω0 = F c ∩Gcとおくと，P (Ω0) = 1であって，あ
らゆる ω ∈ Ω0と t ∈ R+に対して，有限な lims↓t,s∈Q2 Xs(ω)が存在する．ここで，その構
成から，{Xt+}は càdlàgなパスをもつ．
次に，{Xt+}が {Ft}に関する劣マルチンゲールであることを示す．{Xt+}が {Ft}に適

合していることは明らか．また，t ∈ R+に対して，tn ∈ Q2を tn ↓ tなる数列とすると，
{Xtn}は一様可積分であるから，Xt+ = limnXtn は可積分である．さらに，t > s ≥ 0と
し，sn ∈ Q2を sn ↓ sなる数列とすると，

Xsn ≤ E[Xt | F0
sn ] a.s.

である．ここで，Xsn → Xs+であって，一方，Lévyの下向き定理より，E[Xt | F0
sn ] →

E[Xt | F0
s+] = E[Xt | Fs]であるから，

Xs+ ≤ E[Xt | Fs] a.s.
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を得る．tnを先ほどと同様に選ぶと，Xs+ ≤ E[Xtn | Fs]であって，{Xtn}は一様可積分
であったから，n→ ∞として，

Xs+ ≤ E[Xt+ | Fs] a.s.

を得る．よって，{Xt+}は {Ft}に関する劣マルチンゲールである．
さて，{Xt+}が {Xt}の修正であるなら，t ∈ R+と sn ↓ tなる snに対して，{Xsn}は

一様可積分であって，Xsn → Xt+ = Xt a.s.であるから，E[|Xsn −Xt|] → 0を得る．逆
に，t 7→ Xtが L1への写像として右連続なら，t ∈ R+と sn ↓ tなる snに対して，Fatou

の補題より，
E[|Xt+ −Xt|] ≤ lim inf

n
E[|Xsn −Xt|] = 0

であるから，Xt+ = Xt a.s.を得る．

Corollary 30.2. {Ft}を通常の仮定をみたすフィルトレーションとし，{Xt}を {Ft}に
関する劣マルチンゲールとする．このとき，{Xt}に対して càdlàgなパスをもつ修正 {X̃t}
が存在するためには，t 7→ E[Xt]が右連続であることが必要十分である．

Proof. 必要性は明らか．十分性を示す．t ∈ R+, sn ∈ Q2, sn ↓ tとすると，Xt ≤ E[Xsn | Ft]
である．{Xsn}は一様可積分であって，Xsn → Xt+であるから，Xt ≤ E[Xt+ | Ft] = Xt+

a.s.を得る．一方，E[Xt] = limnE[Xsn ] = E[Xt+]より，Xt = Xt+ a.s.を得る．

Example 30.1. Y ∈ L1とし，Xt = E[Y | Ft] a.s. t ∈ R+とする．{Xt}は一様可積分
なマルチンゲールである．さらに，{Xt}は右連続なパスをもつ修正に選ぶ．t 7→ E[Xt] =

E[X0]は一定であるから，そのような修正は存在する．このとき，Lévyの上向き定理よ
り，X∞ = E[Y | F∞] a.s.であって，任意停止定理より，あらゆる停止時刻 T に対して，
XT = E[X∞ | FT ] = E[Y | FT ] a.s.が成り立つ．

演習問題

Exercise 30.1. Gを F の sub σ-fieldとすると，

σ(G ∪ N ) = {A : ∃Ǎ ∈ G s.t. A∆Ǎ ∈ G}

を示せ．さらに，Y ∈ L1に対して，E[Y | σ(G ∪ N )] = E[Y | G] a.s.を示せ．

Exercise 30.2. Sを {Ft}に関する停止時刻とし，T を {FS+t : t ∈ R+}に関する停止時
刻とする．このとき，S + T は {Ft}に関する停止時刻であることを示せ．

Exercise 30.3. {Xt}を右連続なパスをもつ劣マルチンゲールとし，ある可積分 r.v. Y が存
在して，Xt ≤ E[Y | Ft] a.s. (∀t ∈ R+)とする．このとき，∃X∞ ∈ L1 s.t. limt→∞Xt =

X a.s.を示せ．また，任意の停止時刻 S ≤ T に対して，XS と XT は可積分であって，
XS ≤ E[XT | FS ] a.s.が成り立つことを示せ．
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Exercise 30.4. S, T を停止時刻とする．

(a) FS ∩ FT = FS∧T を示せ．

(b) Y ∈ L1に対して，E[E[Y | FS ] | FT ] = E[Y | FS∧T ] a.s.を示せ．
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31 Brown運動のマルコフ性とマルチンゲール性

(Ω,F , P )を完備な確率空間とし，標準 BM{Bt : t ∈ R+}に対して，

F0
t := σ(Bs, s ≤ t) :=

∨
s≤t

σ(Bs), t ∈ R+

を {Bt}の自然なフィルトレーションと呼ぶ．ただし，このままだと {F0
t }は通常の仮定

をみたさないので，
Ft := σ(F0

t ∪N )

とフィルトレーションを拡大する．ここで，

Ft = {A : ∃Ǎ ∈ F0
t s.t. A∆Ǎ ∈ N}

であって，Y ∈ L1に対して，E[Y | Ft] = E[Y | F0
t ] a.s.である (Exercise 30.1)．じつは

{Ft}は自動的に右連続になる．

Theorem 31.1. (i) (マルコフ性) s > 0を任意に固定する．{Bt+s−Bs : t ∈ R+}はFs+
と独立な標準 BMとなる．(ii) 各 t ∈ R+に対して，Ft+ = Ft.

Proof. (i). {Bt+s −Bt : t ∈ R+}と Fs+が独立なことを示せば十分である．
Step 1. 0 < t1 < · · · < tn と 0 < s1 < · · · < sm ≤ s に対して，確率ベクト

ル (Btk+s − Bs)1≤k≤n と (Bsℓ)1≤ℓ≤m の独立性を示す．これは，t0 = s0 = 0とおくと，
(Btk+s −Btk−1+s)1≤k≤nと (Bsℓ −Bsℓ−1

)1≤ℓ≤mの独立性から従う．
Step 2. 次に，Cを

{(Bs1 , . . . , Bsm) ∈ A}, A ∈ Bm, 0 ≤ s1, . . . , sm ≤ s,m ∈ N

なる形の集合の全体とすると，CはΩを含む πシステムであって，σ(C) = F0
s であるから，

Step 1より，(Btk+s −Bs)1≤k≤nと F0
s (従って，Fs)は独立である．

Step 3. Y をFs+可測な任意の r.v.とすると，Step 2より，ε > 0に対して，(Btk+s+ε−
Bs+ε)1≤k≤nと Y は独立であるから，任意の u1, . . . , un, v ∈ Rに対して，

E
[
ei

∑n
k=1 uk(Btk+s+ε−Bs+ε)+ivY

]
= E

[
ei

∑n
k=1 uk(Btk+s+ε−Bs+ε)

]
E
[
eivY

]
が成り立つ．ここで，ε ↓ 0として，

E
[
ei

∑n
k=1 uk(Btk+s−Bs)+ivY

]
= E

[
ei

∑n
k=1 uk(Btk+s−Bs)

]
E
[
eivY

]
を得る．よって，(Btk+s −Bs)1≤k≤nとFs+は独立である．あとは，Step 2と同様の議論
により，{Bt+s −Bs : t ∈ R+}と Fs+の独立性が従う．

(ii) Step 1. 0 ≤ t1 < · · · < tn, ti = tとする．A ∈ Bnに対して，変換

(x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xi, xi+1 − xi, . . . , xn − xi)
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による像をA′とおくと，

{(Bt1 , . . . , Btn) ∈ A} = {(Bt1 , . . . , Bti , Bti+1 −Bti , . . . , Btn −Bti) ∈ A′}.

(i)より，(Bti+1 −Bti , . . . , Btn −Bti)と Ft+は独立であるから，

φ(x1, . . . , xi) = P ((x1, . . . , xi, Bti+1 −Bti , . . . , Btn −Bti) ∈ A′)

とおくと，
P ((Bt1 , . . . , Btn) ∈ A | Ft+) = φ(Bt1 , . . . , Bti) a.s.

従って，P ((Bt1 , · · · , Btn) ∈ A | Ft+) ∈ Ft.
Step 2. 次に，P を

{(Bt1 , . . . , Btn) ∈ A}, A ∈ Bn, t1, . . . , tn ∈ R+, n ∈ N

なる形の集合の全体とし，L = {A ∈ F : P (A | Ft+) ∈ Ft}とおくと，P は πシステムで
あって, Lは P を含む λシステムであるから，π-λ定理より，L ⊃ σ(P) =

∨
t∈R+

F0
t を

得る．
Step 3. A ∈ Ft+に対して，A ∈ Ft′ (∀t′ > t). また，∃Ǎ ∈ F0

t′ s.t. A∆Ǎ ∈ N である
から，1A = P (A | Ft+) = P (Ǎ | Ft+) a.s. Step 2より，最右辺はFt可測であって，Ftは
すべての零集合を含むから，1A ∈ Ft, i.e., A ∈ Ft.

Remark 31.1. マルコフ性は次のように言い換えることができる．いま，W×R ∋ (f, x) 7→
(f(t) + x)t∈R+ ∈W は連続であるから，B(W )×B可測である．よって，x+B•の分布を
µxとおくと，A ∈ B(W )に対して，R ∋ x 7→ µx(A) = P (x + B• ∈ A)は可測であって，
Fsを与えたときのBs+•の r.c.d.は Ω × B(W ) ∋ (ω,A) 7→ µBs(ω)(A)である．r.c.d.の存
在はW が Poland空間であることから保証される．

BMのマルコフ性より，次の系を得る．

Corollary 31.1. (i) {Bt}は {Ft}に関するマルチンゲールである．(ii) {B2
t − t : t ∈ R+}

は {Ft}に関するマルチンゲールである. (iii) u ∈ Rを givenとすると，Mu
t = exp{uBt −

u2t/2}, t ∈ R+は {Ft}に関するマルチンゲールである．

Proof. (i). t > sとすると，Bt −Bsは Fsと独立であるから，E[Bt −Bs | Fs] = E[Bt −
Bs] = 0. 一方，左辺= E[Bt | Fs] −Bsであるから，E[Bt | Fs] = Bsを得る．

(ii). t > sとすると，B2
t = (Bs + (Bt − Bs))

2 = B2
s + 2Bs(Bt − Bs) + (Bt − Bs)

2.

Bt −Bsは Fsと独立であるから，

E[B2
t | Fs] = B2

s + 2BsE[Bt −Bs]︸ ︷︷ ︸
=0

+E[(Bt −Bs)
2]︸ ︷︷ ︸

=t−s

= B2
s + t− s.

項を入れ替えて，E[B2
t − t | Fs] = B2

s − sを得る．
(iii). t > sとすると，E[euBt | Fs] = euBsE[eu(Bt−Bs) | Fs] = euBsE[eu(Bt−Bs)] =

euBs+u2(t−s)/2であるから，E[Mu
t | Fs] = Mu

s を得る．

248



(iii) の例にもとづいて，Bt の多項式からなるマルチンゲールのクラスを構成しよう．
n ∈ Z+に対して，Hn(x)を n次Hermite多項式とする．すなわち，

Hn(x) = ex
2/2(−1)n

dn

dxn
(e−x

2/2)

である．ただし，H0(x) = 1である．Hn(x)は xの n次多項式であって，xnの係数は 1で
ある．ここで，

e−(u−x)2/2 =
∞∑
n=0

un

n!

dn

dun
e−(u−x)2/2

∣∣∣
u=0

=
∞∑
n=0

un

n!
(−1)n

dn

dxn
(e−x

2/2)

であるから，

eux−u
2/2 =

∞∑
n=0

un

n!
Hn(x)

を得る．いま，a > 0を givenとすると，

eux−au
2/2 = exp

{
u
√
a

(
x√
a

)
−
(
u
√
a

2

)2
}

=
∞∑
n=0

un

n!
an/2Hn(x/

√
a)︸ ︷︷ ︸

=H̃n(x,a)

を得る．形式的に，H̃n(x, 0) = xnとおく．このとき，L(n)
t = H̃n(Bt, t)とおくと，Mu

t =∑∞
n=0(u

n/n!)L
(n)
t となる．

Theorem 31.2. 各 n ∈ Nに対して，{L(n)
t : t ∈ R+}は {Ft}に関するマルチンゲールで

ある．

Proof. Hermite多項式の定義より，Z ∼ N(0, 1)に対して，

E[Hn(Z)Hm(Z)] =

n! if n = m

0 if n ̸= m

となる (演習問題)．いま，Bt/
√
t ∼ N(0, 1)であるから，

E

[∑
n

|(un/n!)L
(n)
t |

]
=
∑
n

|un/n!|E[L
(n)
t ] ≤

∑
n

|u|n/
√
n! <∞

である．よって，t > sに対して，

∞∑
n=0

un

n!
L(n)
s = Mu

s = E[Mu
t | Fs] =

∞∑
n=0

un

n!
E[L

(n)
t | Fs] a.s.
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を得る．除外集合は uに依存するが，δ > 0を givenとすると，最右辺と最左辺は a.s.に
|u| ≤ δにおいて一様に絶対収束するので，uの関数として連続である．よって，P (Ω0) = 1

なる事象 Ω0が存在して，各 ω ∈ Ω0に対して，
∞∑
n=0

un

n!
L(n)
s (ω) =

∞∑
n=0

un

n!
E[L

(n)
t | Fs](ω), ∀|u| ≤ δ

が成り立つ．これから，L(n)
s = E[L

(n)
t | Fs] a.s.を得る．

Corollary 31.1より，{Bt : t ∈ R+}と {B2
t − t : t ∈ R+}はともにマルチンゲールであ

るが，じつはこの逆も成り立つ．

Theorem 31.3 (Lévy). {Gt : t ∈ R+}を通常の仮定をみたすフィルトレーション，{Xt :

t ∈ R+}を連続なパスをもつ {Gt}に関するマルチンゲールとし，{X2
t − t : t ∈ R+}も

{Gt}に関するマルチンゲールとする．このとき，{Xt −X0 : t ∈ R+}は標準 BMである．

この定理の証明は確率積分に対する伊藤の公式の典型的な応用例である．証明は，Karatzas

and Shreve (1997, Theorem 3.16)を参照せよ．
また，BMのマルチンゲール性より，次の定理を得る．この定理は後述する Skorohod

の埋め込み定理のプロトタイプである．

Theorem 31.4. 任意に固定した a < 0 < bに対して，T = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ {a, b}}とお
くと，T は有限な停止時刻であって，

P (BT = a) =
b

b− a
, P (BT = b) =

−a
b− a

となる．さらに，E[T ] = E[B2
T ] = −abである.

Proof. {B2
t − t : t ∈ R+}はマルチンゲールであるから，Theorem 30.3より，E[B2

T∧u] =

E[T ∧ u]. u→ ∞として，MCTより，右辺→ E[T ]を得る．一方，|BT∧u| ≤ |b− a|であ
るから，DCTより，E[B2

T ] = limu→∞E[B2
T∧u] ≤ (b− a)2. 従って，E[T ] = E[B2

T ] <∞
を得る．特に，T <∞ a.s.であるから，

1 = P (BT = a) + P (BT = b). (∗)

一方，{Bt}はマルチンゲールであるから，再びTheorem 30.3より，E[BT∧u] = E[B0] = 0.

ここで，u→ ∞として，DCTより，E[BT ] = 0を得る. 従って，

0 = aP (BT = a) + bP (BT = b). (∗∗)

(∗)と (∗∗)を解いて，P (BT = a) = 1 − P (BT = b) = b/(b− a)を得る．また，

E[T ] = E[B2
T ] = a2

b

b− a
+ b2

−a
b− a

= −ab

である．
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次に BMの強マルコフ性と，その応用として反射原理を証明する．

Theorem 31.5 (強マルコフ性). 任意の有限な停止時刻 Tに対して，{BT+t−BT : t ∈ R+}
は FT と独立な標準 BMである．

Proof. 証明を 2つのステップに分ける．
Step 1. 0 < t1 < · · · < tM に対して，(BT+tm − BT )1≤m≤M は FT と独立に分布

L(Bt1 , . . . , BtM )に従うことを示す．
Tnを T の離散近似とすると，任意の u1, . . . , uM ∈ RとA ∈ FT ⊂ FTn に対して，

E
[
ei

∑M
m=1 um(BTn+tm−BTn ), A

]
=

∞∑
k=1

E
[
ei

∑M
m=1 um(BTn+tm−BTn ), A ∩ {Tn = k/2n}

]
=

∞∑
k=1

E
[
ei

∑M
m=1 um(Bk/2n+tm−Bk/2n ), A ∩ {Tn = k/2n}

]
ここで，Tn = k/2n ⇔ (k − 1)/2n ≤ T < k/2nであるから，

A ∩ {Tn = k/2n} = A ∩ ({T < k/2n} \ {T < (k − 1)/2n}) ∈ Fk/2n .

BMのマルコフ性より，(Bk/2n+tm −Bk/2n)1≤m≤M は Fk/2n と独立であるから，

E
[
ei

∑M
m=1 um(BTn+tm−BTn ), A

]
= E

[
ei

∑M
m=1 umBtm

] ∞∑
k=1

P (A ∩ {Tn = k/2n})

= E
[
ei

∑M
m=1 umBtm

]
P (A).

n→ ∞として，

E
[
ei

∑M
m=1 um(BT+tm−BT ), A

]
= E

[
ei

∑M
m=1 umBtm

]
P (A)

を得る．A ∈ FT は任意だったから，

E
[
ei

∑M
m=1 um(BT+tm−BT ) | FT

]
= E

[
ei

∑M
m=1 umBtm

]
a.s.

を得る．これは，

FT を与えたときの (BT+tm −BT )1≤m≤M の r.c.d. = L(Bt1 , . . . , BtM )

を意味するから，求める主張を得る．
Step 2. Step 1より，{BT+t−BT : t ∈ R+}の f.d.d.’sは標準BMのそれと一致するの

で，{BT+t−BT : t ∈ R+}が標準BMとなることはよい．あとは，{BT+t−BT : t ∈ R+}
が FT と独立なことを示せばよい．P を

{(BT+t1 −BT , . . . , BT+tM −BT ) ∈ A}, A ∈ BM , t1, . . . , tM ∈ R+,M ∈ N
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なる形の集合の全体とし，L = {A ∈ F : P (A | FT ) = P (A) a.s.}とおくと，P は π

システムであって, Lは P を含む λシステムであるから，π-λ定理より，L ⊃ σ(P) =

σ(BT+t −BT , t ∈ R+)を得る.

Remark 31.2. マルコフ性と同様に，強マルコフ性も次のように言い換えることができる．
µxを x+B•の分布とすると，FT を与えたときのBT+•の r.c.d.は (ω,A) 7→ µBT (ω)(ω)(A)

である．

Theorem 31.6 (反射原理). t > 0を givenとし，Mt = sup0≤s≤tBsとおく．このとき，
b > 0に対して，P (Mt ≥ b) = 2P (Bt ≥ b) = P (|Bt| ≥ b)となる.

Proof. T = inf{t ≥ 0 : Bt = b}とおく．ここで，lim supt→∞Bt/
√
t = ∞ a.s.であるから

(演習問題)，T < ∞ a.s.である．Xt = BT+t −BT = BT+t − bとおくと，{Xt : t ∈ R+}
は FT と独立な標準 BMである．特に，{Xt}は T と独立である．
ここで，Mt ≥ b ⇔ T ≤ tより，P (T ≤ t) = 2P (Bt ≥ b)を示せばよい．{Bt ≥ b} ⊂

{T ≤ t}より，{Bt ≥ b} = {Bt ≥ b, T ≤ t} = {Xt−T ≥ 0, T ≤ t}であるから，

P (Bt ≥ b) = P (Bt ≥ b, T ≤ t) = P (Xt−T ≥ 0, T ≤ t)

となる．φ(X,T ) = 1{Xt−T≥0,T≤t} とおくと，X と T の独立性より，E[φ(X,T ) | T ] =

E[φ(X, s)]|s=T . s < tのとき，E[φ(X, s)] = P (Xt−s ≥ 0) = 1/2. ここで，{T = t} ⊂
{Bt = b}より，P (T = t) ≤ P (Bt = b) = 0であるから，

E[φ(X,T ) | T ] = 1/2 a.s. on {T ≤ t}

を得る．以上より，P (Bt ≥ b) = E[E[φ(X,T ) | T ], {T ≤ t}] = (1/2)P (T ≤ t)を得る．

演習問題

Exercise 31.1 (Blumenthalの 0-1法則). あらゆる A ∈ F0に対して，P (A) ∈ {0, 1}と
なることを示せ．

Exercise 31.2. T = inf{t ≥ 0 : Bt > 0}, T ′ = inf{t > 0 : Bt = 0}とおいたとき，
P (T = 0) = P (T ′ = 0) = 1を示せ．

Exercise 31.3. lim supt↓0Bt/
√
t = ∞, lim supt→∞Bt/

√
t = ∞ a.s.を示せ．

Exercise 31.4. b > 0とし，T = inf{t : Bt = b}とおく．このとき，E[T ] = +∞を示せ．

Exercise 31.5. Hn(x)を n次Hermite多項式とし，Z ∼ N(0, 1)とする．このとき，

E[Hn(Z)Hm(Z)] =

n! if n = m

0 if n ̸= m

を示せ．

Exercise 31.6. T を可積分な停止時刻とすると，E[BT ] = 0, E[B2
T ] = E[T ]を示せ．
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32 Skorohodの埋め込み定理とその応用

Skorohodの埋め込み定理

[0,∞]に値をとる r.v.を確率時刻 (random time)と呼ぶ．Theorem 31.4より，2点分布

に従う平均 0の r.v. Xに対して，適当な確率時刻 T が存在して，BT
d
= X,E[T ] = E[X2]

となる．なぜなら，E[X] = 0であるから，ある a < 0 < bが存在して，P (X = a)+P (X =

b) = 1, aP (X = a)+ bP (X = b) = 0となり，これを解いてP (X = a) = b/(b−a), P (X =

b) = −a/(b − a)を得る．よって，T = inf{t : Bt ∈ {a, b}}が求める確率時刻である．じ
つは 2点分布でなくても，Xが平均 0で分散が有限な r.v.であれば，そのような確率時刻
が存在する．

Theorem 32.1 (Skorohodの埋め込み定理). X を E[X] = 0, E[X2] < ∞をみたす r.v.

とすると，次をみたす有限な確率時刻 T が存在する：X d
= BT & E[T ] = E[X2]．

{Bt}は可測過程なので，有限な確率時刻 T に対して，BT (ω)(ω)は a.s.に定義された r.v.

である．

Proof. キーとなる事実は，X の d.f.を F とすると，F が 2点分布の混合として表せるこ
とである．X = 0 a.s.なら T = 0とすればよいので，F は非退化と仮定する．ここで，

c =

∫
(0,∞)

vdF (v) = −
∫
(−∞,0)

udF (u) =
1

2

∫
R
|x|dF (x) > 0

とおくと，有界可測関数 φ : R → Rに対して，

c

∫
R\{0}

φdF =

{∫
(−∞,0)

φ(u)dF (u)

}{∫
(0,∞)

vdF (v)

}

−

{∫
(0,∞)

φ(v)dF (v)

}{∫
(−∞,0)

udF (u)

}

=

∫
(0,∞)

∫
(−∞,0)

(v − u)

{
vφ(u)

v − u
− uφ(v)

v − u

}
dF (u)dF (v).

u < 0 < vに対して，
µu,v =

v

v − u
δu +

−u
v − u

δv

とおくと，∫
R
φdF = φ(0){F (0)−F (0−)}+c−1

∫
(0,∞)

∫
(−∞,0)

{∫
R
φ(x)dµu,v(x)

}
(v−u)dF (u)dF (v)

を得る．そこで，E := {(0, 0)} ∪ ((−∞, 0) × (0,∞))上の測度 νを

ν(A) = {F (0) − F (0−)}δ(0,0)(A) + c−1

∫∫
A\{(0,0)}

(v − u)dF (u)dF (v), A ∈ B2
E

253



と定義すると，νは p.m.であって，µ0,0 = δ0とおけば，∫
R
φdF =

∫
E

{∫
R
φ(x)dµu,v(x)

}
dν(u, v)

となる．
いま，{Bt}と独立な確率ベクトル (U, V ) ∼ ν を発生させる．また，(u, v) ∈ E に対し

て，Tu,v := inf{t : Bt ∈ {u, v}}とおくと，E ×Ω ∋ (u, v, ω) 7→ Tu,v(ω) ∈ [0,∞]は可測で
あって (演習問題)，BTu,v ∼ µu,v. 従って，T (ω) := TU(ω),V (ω)(ω)とおけば，T は有限で
あり，有界可測関数 φ : R → Rに対して，

E[φ(BT )] = E[E[φ(BTU,V
) | U, V ]] = E[φ(X)]

となる．以上より，BT
d
= X を得る．

最後に，

E[T ] = E[E[T | U, V ]] = E[−UV ] = c−1

∫
(0,∞)

∫
(−∞,0)

(−uv)(v − u)dF (u)dF (v)

=

∫
(−∞,0)

u2dF (u) +

∫
(0,∞)

v2dF (v) = E[X2]

より，定理の結論を得る．

Remark 32.1. 上の証明で構成した確率時刻 T は {Bt}と独立な確率ベクトル (U, V )に
依存しているので，{Ft}に関する停止時刻とはならない．しかし，適当に拡大したフィ
ルトレーションに関して停止時刻となる．以下の応用では，T が停止時刻であることは本
質的ではないので，T を単に確率時刻とした．Skorohodの埋め込み定理に関してはいく
つかの証明法があり，T を {Ft}に関する停止時刻となるように選ぶこともできる (しか
し，紹介したものより複雑な証明を要する)．Skorohodの埋め込み定理に関しては，Ob lój

(2004)によるサーベイ論文が詳しい．

Corollary 32.1. X をE[X] = 0, E[X2] <∞をみたす r.v.とすると，次をみたす有限な
確率時刻の非減少列 0 = T0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ · · · が存在する：

(a) BTn −BTn−1 , n ∈ NはX の独立なコピーである．

(b) Tn − Tn−1, n ∈ Nは i.i.d.であって，E[Tn − Tn−1] = E[X2].

Proof. (U1, V1), (U2, V2), . . . を (U, V )の独立なコピーとし，{Bt}と独立とする．このと
き，T0 = 0として，あとは帰納的に，

Tn = inf{t ≥ Tn−1 : Bt −BTn−1 ∈ {Un, Vn}}

と決めれば，{Tn}は (a)と (b)をみたす．詳細は演習問題とする．
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Donskerの不変原理

Skorohod の埋め込み定理を用いて，Donsker の不変原理 (invariance principle) を証
明しよう．{Xm : m ∈ N}を E[Xm] = 0, E[X2

m] = 1なる i.i.d. r.v.’sとし，S0 = 0,

Sk =
∑k

m=1Xm, k ∈ Nとおいたとき，t > s ≥ 0に対して，簡単な計算から，

(S⌊ns⌋/
√
n, (S⌊nt⌋ − S⌊ns⌋)/

√
n)

d→ (Bs, Bt −Bs) ∼ N

(
0,

(
s 0

0 t− s

))
, n→ ∞

となることが示せる．そこで，n−1/2Sk, k = 0, 1, . . . , n を線形につないで，

S(n)(t) =
1√
n
S⌊nt⌋ + (nt− ⌊nt⌋)X⌊nt⌋+1, t ∈ [0, 1]

なる確率過程を構成すると，{S(n)(t) : t ∈ [0, 1]}は連続なパスをもち，各 t1, . . . , tk ∈ [0, 1]

に対して，n→ ∞のとき，

(S(n)(t1), . . . , S
(n)(tk))

d→ (Bt1 , . . . , Btk)

となる．すなわち，S(n)の各 f.d.d.は {Bt : t ∈ [0, 1]}のそれに弱収束する．ここまでを示
すのは難しくない．Donskerの不変原理は，S(n)が {Bt : t ∈ [0, 1]}に (直後に定義する)

C空間において分布収束することを述べる定理である．C空間における分布収束は有限次
元分布の収束よりもはるかに強い結果である．
以下，必要な定義を与える．

C = C([0, 1]) = {f : f : [0, 1] → R, f は連続 }

とおき，C には一様距離
dsup(f, g) = sup

t∈[0,1]
|f(t) − g(t)|

を入れる．(C, dsup)はPoland空間である．また，Cには dsupに関するBorel σ-field B(C)

を入れる．じつは B(C)は Cのシリンダー σ-fieldに一致する．Cのシリンダー集合とは，

{f ∈ C : (f(t1), . . . , f(tm)) ∈ A}, A ∈ Bm, t1, . . . , tm ∈ [0, 1],m ∈ N

なる形の集合であって，C のシリンダー集合全体の生成する σ-fieldを C のシリンダー
σ-fieldと呼ぶ．Borel σ-field B(C)がシリンダー σ-fieldに一致することの証明は Lemma

29.1と同様なので省略する．このことから，連続なパスをもつ確率過程 {Yt : t ∈ [0, 1]}に
対して，

Y : ω 7→ Y (·, ω), Ω → C

は自動的に C-valued r.v. (i.e., F/B(C)可測)になる．
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C-valued r.v.’sの分布収束の定義を復習する．C-valued r.v.’s Y, Y (n), n ∈ Nに対して，

lim
n→∞

E[H(Y (n))] = E[H(Y )], ∀H ∈ Cb(C)

が成り立つとき，Y (n)は Y に分布収束すると言って，Y (n) d→ Y と書く．定義から明らか
なように，Y (n) d→ Y なら，任意の連続写像 ψ : C → Rk に対して，ψ(Y (n))

d→ ψ(Y ) in

Rkとなる．例えば，

ψ1(f) = sup
t∈[0,1]

|f(t)|, ψ2(t) =

∫ 1

0
f(t)dt

などは C から Rへの連続写像である．

Example 32.1. t1, . . . , tk ∈ [0, 1]に対して，射影 πt1,...,tk : C → Rk を πt1,...,tk(f) =

(f(t1), . . . , f(tk))と定義すると，πt1,...,tk は連続なので，Y
(n) d→ Y in C なら，

(Y (n)(t1), . . . , Y
(n)(tk)) = πt1,...,tk(Y (n))

d→ πt1,...,tk(Y ) = (Y (t1), . . . , Y (tk)) in Rk

となる．従って，Y (n)の各 f.d.d.は Y のそれに弱収束する．ただし，逆は成り立たない．
例えば，

fn(t) = nt1[0,n−1](t) + {1 − n(t− n−1)}1[n−1,2n−1](t), t ∈ [0, 1]

とすると，fn(t) → 0 (n→ ∞, ∀t ∈ [0, 1])であるが，dsup(fn, 0) = 1である. Y (n) ≡ fnと

すると，(Y (n)(t1), . . . , Y
(n)(tk))

d→ (0, . . . , 0)であるが，Cにおいて Y (n)は 0に分布収束
しない．すなわち，Cにおいて分布収束を示すためには，f.d.d.’sの弱収束を示すだけは不
十分である．

Bの [0, 1]への制限をB[0,1]と書く：B[0,1](t) = B(t), t ∈ [0, 1].

Theorem 32.2 (Donskerの不変原理). n→ ∞のとき，S(n) d→ B[0,1] in C.

Proof. Tk, k ∈ Z+をX = X1に対して Corollary 32.1を適用して構成した確率時刻の非
減少列とすると，

(X1, . . . , Xn)
d
= (BT1 −BT0 , . . . , BTn −BTn−1)

となる．S(n)(t)の定義において，Xi, 1 ≤ i ≤ nの代わりにBTi −BTi−1 , 1 ≤ i ≤ nを用い
たものを S̃(n)(t)とおく．このとき，

sup
t∈[0,1]

|B(nt)/
√
n− S̃(n)(t)| P→ 0 (∗)

を示す．ここで，Y (n)(t) = B(nt)/
√
nとおくと，Y (n)も標準 BMである．ε > 0を任意

に固定する．パスの連続性より，P (supt∈[0,1) |Y (n)(t) − S̃(n)(t)| > ε) → 0を示せばよい．
An = {supt∈[0,1) |Y (n)(t) − S̃(n)(t)| > ε}とおく．t ∈ [0, 1)に対して，k(t)を (k − 1)/n ≤
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t < k/nをみたす一意な kと定義する．このとき，S̃(n)(t)はB(Tk)/
√
n = Y (n)(Tk/n)を

線形につなげたものであるから，

An ⊂

{
sup
t∈[0,1)

|Y (n)(t) − Y (n)(Tk(t)/n)| > ε

}
∪{

sup
t∈[0,1)

|Y (n)(t) − Y (n)(Tk(t)−1/n)| > ε

}
=: A∗

n.

任意の 0 < δ < 1に対して，

A∗
n ⊂

{
∃s, t ∈ [0, 2] s.t. |s− t| < δ & |Y (n)(s) − Y (n)(t)| > ε

}
∪{

∃t ∈ [0, 1) s.t. |Tk(t)/n− t| ∨ |Tk(t)−1/n− t| ≥ δ
}

=: A∗
n1 ∪A∗

n2.

ここで，Y (n)は標準 BMであるから，

P (A∗
n1) = P (∃s.t ∈ [0, 2] s.t. |s− t| < δ and |B(s) −B(t)| > ε).

B(t)は [0, 2]上で一様連続なパスをもつから，δ = 1/m ↓ 0,m → ∞のとき，右辺→ 0.

従って，任意に固定した 0 < δ < 1に対して，P (A∗
n2) → 0, n → ∞を示せばよい．まず，

Tk − Tk−1は i.i.d.で，E[Tk − Tk−1] = E[X2
k ] = 1であるから，SLLNより，

Tn
n

=
1

n

n∑
k=1

(Tk − Tk−1) → 1 a.s.

次の補題を用いる．証明は演習問題とする．

Lemma 32.1. 実数列 {an}に対して，

lim
n→∞

an
n

= 1 ⇒ lim
n→∞

max
1≤k≤n

|ak − k|
n

= 0.

この補題より，

max
1≤k≤n

|Tk − k|
n

→ 0 a.s.

を得る．k(t)は定義より，(k(t) − 1)/n ≤ t < k(t)/nをみたすから，

|Tk(t)/n− t| ≤ |Tk(t) − k(t)|/n+ 1/n ≤ max
1≤k≤n

|Tk − k|/n+ 1/n,

|Tk(t)−1/n− t| ≤ max
1≤k≤n

|Tk−1 − (k − 1)|/n+ 1/n
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となる．従って，P (A∗
n2) → 0を得る．以上より，(∗)が示された．

あとは，H ∈ Cb(C), ε, δ > 0に対して，

Fε,δ = {f ∈ C : ∀g, h ∈ C, dsup(f, g) < δ, dsup(f, h) < δ ⇒ |H(g) −H(h)| < ε}

とおくと，Fε,δ は C の閉集合であって，S(n) d
= S̃(n), Y

(n)
[0,1]

d
= B[0,1]より，

|E[H(S(n))] − E[H(B[0,1])]| = |E[H(S̃(n))] − E[H(Y
(n)
[0,1])]|

≤ ε+ 2∥H∥u{P (B[0,1] ∈ F cε,δ) + P ( sup
t∈[0,1]

|S̃(n)(t) − Y (n)(t)| ≥ δ)}.

n → ∞として，lim supn |E[H(S(n))] − E[H(B[0,1])]| ≤ ε + 2∥H∥uP (B[0,1] ∈ F cε,δ). δ =

1/m ↓ 0,m→ ∞のとき，Fε,δ ↑ C となるから，P (B[0,1] ∈ F cε,δ) ↓ 0. ε > 0は任意だった
から，limnE[H(S(n))] = E[H(B[0,1])]を得る．従って，定理の結論を得る．

Remark 32.2. 本節で紹介した Skorohodの埋め込み定理にもとづく Donskerの不変原
理の証明は，ややアドホックではある．他の証明法として，有限次元分布の収束と一様タ
イト性を示す方法があり，この証明法は一般性がある．詳細は，次のパートを参照せよ．

重複対数の法則

本節の目標は，Hartman-Winterの重複対数の法則の証明である．そのステートメント
を思い出す．記号の簡単のために，log(2) x = log log xとおく．

Theorem 32.3 (Hartman-Winter). X1, X2, . . . を i.i.d. r.v.’sとし，E[X1] = 0, E[X2
1 ] =

1とする．また，Sn =
∑n

m=1Xmとおく．このとき，a.s.に

lim sup
n

Sn√
2n log(2) n

= 1, lim inf
n

Sn√
2n log(2) n

= −1

が成り立つ．

明らかにどちらか一方を示せば，もう一方も従う．ここでは，前者を証明する．まず，
標準 BMに対して重複対数の法則を証明する．

Theorem 32.4 (標準 BMに対する重複対数の法則). a.s.に

lim sup
t→∞

Bt√
2t log(2) t

= 1

が成り立つ．
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Proof. 時間反転 (cf. Exercise 29.8)より，

lim sup
t↓0

Bt√
2t log(2)(1/t)

= 1 a.s.

を示せばよい．h(t) =
√

2t log(2)(1/t)とおき，θ, δ ∈ (0, 1)を givenとする．さらに，

αn = (1 + δ)θ−nh(θn), βn = h(θn)/2

とおく．このとき，

P

{
sup

0≤s≤1
(Bs − αns/2) ≥ βn

}
= P

{
sup

0≤s≤1
exp(αBs − α2

ns/2) ≥ eαnβn

}
であって，{eαnBs−α2

ns/2 : s ∈ R+}はマルチンゲールであるから，Doobの不等式より，右
辺は

e−αnβn = O(1)n−1−δ

でバウンドできる．従って，Borel-Cantelliの補題より，

Ω0 =

{
sup

0≤s≤1
(Bs − αns/2) < βn ev.

}
なる事象は確率 1をもつ．このとき，各 ω ∈ Ω0 に対して，ある n0(ω) ∈ Nが存在して，
n > n0(ω)のとき，あらゆる s ∈ [0, θn−1)に対して，

Bs(ω) ≤ αns

2
+ βn ≤ αnθ

n−1

2
+ βn =

(
1 + δ

2θ
+

1

2

)
h(θn)

が成り立つ．hは原点の近傍で非減少なので，十分大きな nに対して，

Bs(ω) ≤
(

1 + δ

2θ
+

1

2

)
h(s), ∀s ∈ [θn, θn−1)

となる．ゆえに，

lim sup
s↓0

Bs
h(s)

≤ 1 + δ

2θ
+

1

2
a.s.

を得る．θ, δ ∈ (0, 1)は任意であったから，lim sups↓0Bs/h(s) ≤ 1 a.s.を得る．
次に，θ ∈ (0, 1)を givenとし，

An =
{
Bθn −Bθn+1 ≥ (1 −

√
θ)h(θn)

}
とおくと，An, n ∈ N は独立であって，Bθn − Bθn+1 ∼ N(0, θn − θn+1) であるから，
Z ∼ N(0, 1)とすると，

P (An) = P

{
Z ≥ (1 −

√
θ)h(θn)√

θn(1 − θ)

}
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となる．ここで，
(1 −

√
θ)h(θn)√

θn(1 − θ)
=

(1 −
√
θ)√

1 − θ

√
2 log(2) θ

−n = xn

とおくと，xn → ∞であって，
P (An) ∼ x−1

n ϕ(xn)

となる．ただし，ϕ(x)はN(0, 1)の密度関数である．このとき，
∑

n x
−1
n ϕ(xn) = +∞で

あるから，Borel-Cantelliの補題より，

Ω1 =
{
Bθn ≥ (1 −

√
θ)h(θn) +Bθn+1 i.o.

}
なる事象は確率 1をもつ．また，前半の議論より，

Ω2 =
{
−Bθn+1 < 2h(θn+1) ev.

}
なる事象は確率 1をもつ．ここで，十分大きな nに対して，h(θn+1) ≤ 2

√
θh(θn)となる

から，各 ω ∈ Ω1 ∩ Ω2に対して，

Bθn(ω) ≥ h(θn)(1 − 5
√
θ)

となる nは無限個ある．従って，

lim sup
t↓0

Bt/h(t) ≥ lim sup
n

Bθn/h(θn) ≥ 1 − 5
√
θ a.s.

を得る．

Proof of Theorem 32.3. Tk, k ∈ Z+ をX = X1 に対して Corollary 32.1を適用して構成
した確率時刻の非減少列とすると，Sn

d
= BTn である．従って，

lim sup
t→∞

|Bt −BT⌊t⌋ |√
t log(2) t

= 0 a.s.

を示せば十分である．いま，Tn/n → 1 a.s.であって，ε > 0を givenとすると，各 ω ∈
{Tn/n→ 1}に対して，t0 = t0(ω)を十分大きく選べば，

t ≥ t0 ⇒
1

1 + ε
≤
T⌊t⌋

t
≤ 1 + ε

となる．そこで，Mt = supt/(1+ε)≤s≤t(1+ε) |Bs −Bt|とおいたとき，

lim sup
t→∞

Mt√
t log(2) t

= 0 a.s.
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を示せばよい．いま，tn = (1 + ε)n, n ∈ N, M ′
n = suptn−1≤s≤tn+2

|Bs −Btn−1 |とおくと，
t ∈ [tn, tn+1]に対して，Mt ≤ 2M ′

nとなる．δ = (1+ε)3−1とおくと，tn+2−tn−1 = δtn−1

であって，M ′
n
d
=
√
δtn−1 sup0≤t≤1 |Bt|であるから，反射原理より，

P
{
M ′
n >

√
3δtn−1 log(2) tn−1

}
= P

{
sup

0≤t≤1
|Bt| >

√
3 log(2) tn−1

}
≤ 2P

{
sup

0≤t≤1
Bt >

√
3 log(2) tn−1

}
= 4P

{
B1 >

√
3 log(2) tn−1

}
= O(n−3/2)

を得る．よって，Borel-Cantelliの補題より，

lim sup
t→∞

Mt√
t log(2) t

≤ lim sup
n

2M ′
n√

tn−1 log(2) tn−1

≤ 2
√

3δ a.s.

を得る．

演習問題

Exercise 32.1. Skorohodの埋め込み定理において，BT
d
= Xという条件をみたす確率時

刻を構成するだけなら，次のようなトリビアルな例がある．Φを N(0, 1)の d.f., F をX

の d.f.とし，H = F−1 ◦ Φとおくと，H(B1) ∼ F である．T = inf{t ≥ 2 : Bt = H(B1)}
とおく．

(a) T <∞ a.s.を示せ．

(b) (a)より，BT = H(B1) a.s.となるから，BT ∼ F である．しかし，E[T ] = +∞と
なることを示せ．

Exercise 32.2. Theorem 32.1の証明において，E × Ω ∋ (u, v, ω) 7→ Tu,v(ω) ∈ [0,∞]の
可測性を示せ．

Exercise 32.3. Corollary 32.1の証明の詳細を埋めよ．

Exercise 32.4. Lemma 32.1を示せ．

Exercise 32.5. {Xm}を i.i.d. r.v.’sとし，E[Xm] = 0, E[X2
m] = 1とする．また，Sn =∑n

m=1Xmとおく．ただし，S0 = 0とする．

(a) ℓ = 1, 2, . . . に対して，n−(1+ℓ/2)
∑n

m=1 S
ℓ
m

d→
∫ 1
0 B

ℓ
tdt (n→ ∞)を示せ．

(b) n−1
∑n

m=1 Sm−1(Sm − Sm−1)
d→ (1/2)(B2

1 − 1) (n→ ∞)を示せ．
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Exercise 32.6. 次のような時系列回帰モデルを考える：Yt = αYt−1+Ut (t = 1, 2, . . . ), Y0 =

0. ただし，{Ut}は i.i.d.であって，E[Ut] = 0, E[U2
t ] = σ2 ∈ (0,∞)とする．Y0, Y1, . . . , Yn

が与えられたとき，αの最小二乗推定量は

α̂ =

∑n
t=1 YtYt−1∑n
t=1 Y

2
t−1

である．α = 1のとき，n(α̂− 1)の極限分布 (n→ ∞)を求めよ．

Exercise 32.7. Exercise 32.5において，P (Xm = ±1) = 1/2とし，

Rn = Card({S0, S1, . . . , Sn})

とおくと，n→ ∞のとき，n−1/2Rn
d→ supt∈[0,1]Bt − inft∈[0,1]Btを示せ．

Exercise 32.8 (Heyde and Brown (1970)). 有限な確率時刻 T と 0 < ε < 1に対して，

sup
x∈R

|P (BT ≤ x) − Φ(x)| ≤ Aε1/2 + P (|T − 1| > ε)

を示せ．ただし，Aは絶対定数であって，ΦはN(0, 1)の d.f.である．
ヒント：

P (BT ≤ x) ≤ P (BT ≤ x, |T − 1| ≤ ε) + P (|T − 1| > ε)

と分割すると，第 1項≤ P{B1−ε + inf |t−1|≤ε(Bt −B1−ε) ≤ x}となる．さらに，B1−εと

{Bt −B1−ε : |t− 1| ≤ ε}は独立であって，inf |t−1|≤ε |Bt −B1−ε|
d
= inf |t|≤2εBtである．
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Part VII. 距離空間上の確率測度の弱収束

本パートは距離空間上の確率測度の弱収束に関する基本的な結果と，C空間およびD空
間 (有界区間上の càdlàgな関数からなる空間)における弱収束を考察する．本パートの内
容はおもに Billingsley (1968)の Chapter 1から Chapter 3にもとづいている．その他に
関連する文献として，Dudley (2002, Chapter 9)と Stroock (2011, Chapter 9)を挙げて
おく．

33 距離空間上の確率測度の弱収束

弱収束の定義を復習する．(S, d)を距離空間とし，B(S)を S の Borel σ-fieldとする．
(S,B(S))上の p.m.’sの全体を P(S)と書く．また，

C(S) = {f ∈ RS : f は連続 }, Cb(S) = {f ∈ RS : f は有界連続 }

とおく．µ, µn ∈ P(S)に対して，

lim
n

∫
fdµn =

∫
fdµ, ∀f ∈ Cb(S)

となるとき，µnは µに弱収束すると言って，µn
w→ µと書くのであった．すでに示したよ

うに，弱収束極限は存在すれば一意である．
次の定理は弱収束の同値な条件を与える．

Ud(S) = {f ∈ RS : f は有界かつ dに関して一様連続 }.

とおく． 以下，A ⊂ Sに対して，A◦, A, ∂AをそれぞれAの内部，閉包，境界とする．

Theorem 33.1 (Portmanteau). µ, µn ∈ P(S)に対して，次の (i)–(iv)は同値である．

(i) µn
w→ µ.

(ii)
∫
fdµn →

∫
fdµ, ∀f ∈ Ud(S).

(iii) ∀F ⊂ S: closed, lim supn µn(F ) ≤ µ(F ).

(iv) ∀G ⊂ S: open, lim infn µn(G) ≥ µ(G).

(v) ∀A ∈ B(S) s.t. µ(∂A) = 0, limn µn(A) = µ(A).

Proof. (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇔ (iv), (iii)+(iv) ⇒ (v) ⇒ (i)を示す．
(i) ⇒ (ii)は明らか．(iii) ⇔ (iv)は互いに補集合をとればよい．(iii)+(iv) ⇒ (v)は，

lim sup
n

µn(A) ≤ lim sup
n

µn(A) ≤ µ(A) = µ(A◦) ≤ lim inf
n

µn(A◦) ≤ lim inf
n

µn(A)
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より従う．
(ii) ⇒ (iii). F ⊂ Sを閉集合とする．

η(t) =


1 if t < 0

1 − t if 0 ≤ t ≤ 1

0 if t > 1

とおいて，ε > 0に対して，fε(x) = η(ε−1d(x, F ))とおくと，fε ∈ Ud(S)である．ここで，
F ε = {x ∈ S : d(x, F ) ≤ ε}とおくと，1F ≤ fε ≤ 1F ε であるから，

lim sup
n

µn(F ) ≤ lim
n

∫
fεdµn =

∫
fεdµ ≤ µ(F ε).

F は閉集合であるから，ε = 1/m ↓ 0とすると，右辺 ↓ µ(F ).

(v) ⇒ (i). f ∈ Cb(S)を任意にとる．
∫
fdµn →

∫
fdµを示せばよいが，一般性を失う

ことなく，0 ≤ f ≤ 1と仮定してよい．このとき，∫
fdµ =

∫ ∞

0
µ(f > t)dt =

∫ 1

0
µ(f > t)dt,

∫
fdµn =

∫ 1

0
µn(f > t)dt.

ここで，∂{f > t} ⊂ {f = t}であって，µ(f = t) > 0となる tは高々可算個しかないから
(単調関数の不連続点は高々可算個しかない！)，(v)の仮定より，高々可算個の t ∈ [0, 1]を
除いて，µn(f > t) → µ(f > t)となる．あとはDCTより，

∫
fdµn →

∫
fdµを得る．

Remark 33.1. (i) ⇔ (ii)より，
∫
fdµ =

∫
fdν (∀f ∈ Ud(S))なら，µ = νである．

次に Sが可分なら，弱収束は距離化可能であることを示そう．

Theorem 33.2. (S, d)が可分なら，次をみたす P(S)上の距離 ∆が存在する：任意の
µ, µn ∈ P(S)に対して，µn

w→ µ ⇔ ∆(µn, µ) → 0. このとき，∆の距離位相を弱位相
(weak topology)と呼ぶ．

まず，いくつかの準備をする．x ∈ Sを中心とする半径 r > 0の開球を

B(x, r) = {y ∈ S : d(y, x) < r}

と書く．A ⊂ S がコンパクト (compact)であるとは，A ⊂
∪
i∈I Gi なる任意の開集合

の族 Gi, i ∈ I に対して，有限個の i1, . . . , in ∈ I が存在して，A ⊂
∪n
j=1Gij となること

を言う．A ⊂ S が全有界 (totally bounded)であるとは，任意の ε > 0に対して，ある
x1, . . . , xn ∈ Sが存在して，A ⊂

∪n
j=1B(xj , ε)となることを言う．

次の Theorem 33.3と Theorem 33.4は位相空間論における基本的な定理なので，証明
は省略する．例えば，Dudley (2002, Chapter 2)を参照せよ．

Theorem 33.3. A ⊂ Sに対して，次の (i)–(iii)は同値である．
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(i) Aはコンパクト．

(ii) Aは点列コンパクト．すなわち，A内の任意の点列はAの点に収束する部分列をもつ．

(iii) Aは全有界かつ完備．

全有界な距離空間は可分であるから，コンパクトな距離空間は Poland空間である．

Corollary 33.1. A ⊂ Sに対して，次の (i)–(iii)は同値である．

(i) Aは相対コンパクト．すなわち，Aはコンパクトである．

(ii) A内の任意の点列は収束部分列をもつ．

(iii) Aは全有界であって，Aは完備である．

距離空間 (S, d), (T, e)に対して，写像 φ : S → T が等長 (isometric)であるとは，

e(φ(x), φ(y)) = d(x, y), ∀x, y ∈ S

となることを言う．等長写像は必ず単射である．

Theorem 33.4 (距離空間の完備化). 距離空間 (S, d)に対して，完備な距離空間 (T, d̄)と
等長写像 φ : S → T が存在して，φ(S)は T で稠密となる．

(T, d̄)を (S, d)の完備化 (completion)と呼ぶ．(S, d)と (φ(S), d̄)は距離空間として全
く同じ構造をもつから，Sと φ(S)を同一視して，Sを T の部分集合とみなす．

Theorem 33.2の証明に移る．まず，次の補題を証明する．

Lemma 33.1. (i) (S, d)が可分なら，dと同値な距離 d̂が存在して，(S, d̂)は全有界にな
る 18．(ii) Ud̂(S)は一様距離に関して可分である．

Proof. (i). {xm}を (S, d)の稠密な部分集合とし，[0, 1]Nに直積位相を入れたとき，

h(x) =

(
d(x, xm)

1 + d(x, xm)

)
m∈N

, x ∈ S (∗)

は Sから h(S) =: Eへの同相写像である．[0, 1]Nの直積位相は距離

e((am), (bm)) =

∞∑
m=1

|am − bm|
2m

, (am), (bm) ∈ [0, 1]N

によって距離化可能である．Tychonoffの定理より，[0, 1]Nはコンパクトであるから (直接
証明することも難しくない)，Eは eに関して全有界である．従って，

d̂(x, y) := e(h(x), h(y)), x, y ∈ S

18d̂が dと同値であるというのは，d̂が dと同じ位相を与えるということである．d̂と dが同値であるため
には，任意の x, xn ∈ S に対して，d(xn, x) → 0 ⇔ d̂(xn, x) → 0となることが必要十分である．

265



が求める距離である．
(ii). まず，S がコンパクトなら，C(S)が一様距離に関して可分であることを示す．S

と E ⊂ [0, 1]N は同相なので，C(E)が一様距離に関して可分であることを示せばよい．
A ⊂ C(E)を多項式全体，すなわち，単項式

(y1, y2, . . . ) 7→ yα1
1 yα2

2 · · · yαn
n , α1, . . . , αn ∈ Z+, n ∈ N

の有限 1次結合の全体とすると，Aは Stone-Weierstrassの定理の条件をすべてみたすの
で，Aは C(E)で稠密である．いま，A0をAの多項式のうち有理係数をもつもの全体と
すると，A0は可算であって，C(E)で稠密である．よって，C(S)は可分である．

(ii)の証明に戻ると，(S, d̂)の完備化を T とすると，(S, d̂)が全有界なことから，T はコ
ンパクトである．このとき，C(T )は一様距離に関して可分であって，

C(T ) ∋ f 7→ f |S ∈ Ud̂(S)

は等長同型 (等長かつ全射)であるから，Ud̂(S)も可分である．

Proof of Theorem 33.2. {fm}を Ud̂(S)の一様距離に関する稠密な部分集合とし，

∆(µ, ν) :=

∞∑
m=1

1

2m

{
1 ∧

∣∣∣∣∫ fmdµ−
∫
fmdν

∣∣∣∣} , µ, ν ∈ P(S)

と定義する．このとき，∆が対称性と三角不等式をみたすのは明らかである．さらに，∆

の定義と Portmanteauの定理より，

lim
n

∆(µn, µ) = 0 ⇔ lim
n

∫
fmdµn =

∫
fdµ (∀m)

⇔ lim
n

∫
fdµn =

∫
fdµ (∀f ∈ Ud̂(S))

⇔ µn
w→ µ

であり，これから∆が距離であることも従う．

Theorem 33.5 (Varadarajanの定理). (S, d)を可分とし，µ ∈ P(S)とする．X1, X2, · · · ∼
µ i.i.d.に対して，経験測度を

µn(A,ω) :=
1

n

n∑
i=1

1A(Xi(ω)), A ∈ B(S), ω ∈ Ω

と定義する．このとき，P ({ω ∈ Ω : µn(·, ω)
w→ µ}) = 1である．

Proof. f ∈ Ud̂(S)に対して，SLLNより，n → ∞のとき，
∫
fdµn = n−1

∑n
i=1 f(Xi) →∫

fdµ a.s. ゆえに，Ω0 =
∩
m{limn

∫
fmdµn =

∫
fmdµ}とおくと，P (Ω0) = 1であって，

ω ∈ Ω0に対して，limn ∆(µn(·, ω), µ) = 0となる.
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Varadarajanの定理より，P(S)の可分性が従う．

Theorem 33.6. (S, d)が可分なら，P(S)は弱位相に関して可分である．

Proof. {xm}を Sの稠密な部分集合とすると，{
n∑
i=1

αiδxi : α1, . . . , αn ∈ Q+,

n∑
i=1

αi = 1, n ∈ N

}

は P(S)で稠密である．

分布収束

距離空間 Sに対して，F/B(S)可測写像のことを S-valued r.v.と呼ぶ．S-valued r.v.’s

X,Xn, n ∈ Nに対して，L(Xn)
w→ L(X)となるとき，XnはXにすると言って，Xn

d→ X

と書くのであった．

Xn
d→ X ⇔ lim

n
E[f(Xn)] = E[f(X)] (∀f ∈ Cb(S))

である．Portmanteau定理を言い換えると，

(i) Xn
d→ X

⇔ (ii) lim
n
E[f(Xn)] = E[f(X)], ∀f ∈ Ud(S)

⇔ (iii) ∀F ⊂ S: closed, lim sup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F )

⇔ (iv) ∀G ⊂ S: open, lim inf
n

P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G)

⇔ (v) ∀A ∈ B(S) s.t. P (X ∈ ∂A) = 0, lim
n
P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A).

(S′, d′)をもう 1つの距離空間とし，B(S′)を S′の Borel σ-fieldとする．g : S → S′を

連続写像とすると，f ∈ Cb(S
′)に対して，f ◦ g ∈ Cb(S)であるから，Xn

d→ X なら，

lim
n
E[f ◦ g(Xn)] = E[f ◦ g(X)]

である．従って，g(Xn)
d→ g(X)となる. より一般に次の定理が成り立つ．

Theorem 33.7 (連続写像定理). g : S → S′を B(S)/B(S′)可測とし，gの不連続点全体

をDg とおく．このとき，Dg ∈ B(S)である．また，Xn
d→ X & P (X ∈ Dg) = 0なら，

g(Xn)
d→ g(X)となる.
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Proof. Dg ∈ B(S)であることの証明は省略する (cf. Exercise 3.16)．F ⊂ Sに対して，

Dc
g ∩ g−1(F ) ⊂ g−1(F )

を示す．x ∈ Dc
g ∩ g−1(F )に対して，∃xn ∈ g−1(F ) s.t. xn → x. このとき，g(xn) ∈ F で

あって，xは gの連続点であるから，g(x) ∈ F，i.e.，x ∈ g−1(F )である．
従って，任意の閉集合 F ⊂ Sに対して，

lim sup
n

P (g(Xn) ∈ F ) ≤ lim sup
n

P (Xn ∈ g−1(F )) ≤ P (X ∈ g−1(F ))

= P (X ∈ Dc
g ∩ g−1(F )) ≤ P (X ∈ g−1(F )) = P (g(X) ∈ F ).

よって，Portmanteau定理より，g(Xn)
d→ g(X)が示された．

以下，(S, d)は可分と仮定する．このとき，S2 = S × S の直積位相に関する Borel σ-

field B(S2)と，B(S)と B(S)の直積 σ-fieldは一致する：B(S2) = B(S) × B(S). よって，
S-valued r.v.’s X,Y に対して，(X,Y )は F/B(S2)可測である．S2 ∋ (x, y) 7→ d(x, y)は
連続であるから，B(S2)可測であり，よって，d(X,Y )は r.v.である．
そこで，S-valued r.v.’s X,Xnが与えられたとき，任意の ε > 0に対して，

P (d(Xn, X) > ε) → 0, n→ ∞

となるとき，XnはX に確率収束する (converge in probability)と言って，Xn
P→ X と

書く．次の補題の証明は演習問題とする．

Lemma 33.2. (i) Xn
P→ X ならば，Xn

d→ X. (ii) a ∈ S に対して，Xn
d→ aならば，

Xn
P→ a.

次の定理は，しばしば “principle of accompanying laws”と呼ばれる．

Theorem 33.8. Xm,n, Xn,m, n ∈ NをS-valued r.v.’sとし，各m ∈ Nに対して，Xm,n
d→

Zm (n→ ∞)とする．さらに，Zm
d→ X (m→ ∞)とする．このとき，任意の ε > 0に対

して，
lim
m→∞

lim sup
n→∞

P (d(Xm,n, Xn) > ε) = 0

ならば，Xn
d→ X となる.

Proof. F ⊂ Sを閉集合とし，F ε = {x ∈ S : d(x, F ) ≤ ε}とおくと，

P (Xn ∈ F ) = P (Xn ∈ F, d(Xn, Xm,n) ≤ ε) + P (Xn ∈ F, d(Xn, Xm,n) > ε)

≤ P (Xm,n ∈ F ε) + P (d(Xn, Xm,n) > ε).
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n→ ∞のとき，Xm,n
d→ Zmであって，F εは閉集合であるから，Portmanteau定理より，

lim sup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ P (Zm ∈ F ε) + lim sup
n

P (d(Xn, Xm,n) > ε).

Zm
d→ X (m→ ∞)であるから，再び Portmanteau定理より，

lim sup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ε).

ε = 1/k ↓ 0とすると，右辺 ↓ P (X ∈ F )より，Xn
d→ X を得る．

Skorohodの表現定理

λを [0, 1]上の Lebesgue測度 (一様分布)とする

Theorem 33.9 (Skorohodの表現定理). (S, d)を Poland空間とし，µn ∈ P(S), 1 ≤ n ≤
∞とする．µn

w→ µ∞ なら，次をみたす (Ω,F , P ) = ([0, 1],B[0,1], λ)上の S-valued r.v.’s

Xn, 1 ≤ n ≤ ∞が存在する：Xn ∼ µn, 1 ≤ n ≤ ∞ & d(Xn, X∞) → 0 a.s. (n→ ∞).

Proof. 各 k = 1, 2, . . . に対して，{Ak,i}i∈Nを可算個の排反な Borel集合からなる Sの被
覆とし，次の性質をみたすとする：diam(Ak,i) < 1/k, µ∞(∂Ak,i) = 0，かつ {Ak,i}i∈Nは
{Ak−1,i}i∈Nの細分となる，すなわち，Ak−1,i =

∪
i′:Ak,i′⊂Ak−1,i

Ak,i′．{Ak,i}i∈Nは次のよ
うに帰納的に構成できる．Sは可分であるから，直径が 1より小さい可算個の開球 {Bi}i∈N
で S を被覆できる．各 x0 ∈ S に対して，µ∞(∂B(x0, r)) > 0なる rは高々可算個しかな
いので，µ∞(∂Bi) = 0と仮定してよい．そこで，

A1,1 = B1, A1,i = Bi \
i−1∪
j=1

Bj , i ≥ 2

とおく．次に，直径が 1/2より小さい開球たちからなる同様の被覆 {A′
2,i}i∈N を構成し，

{A′
2,i ∩A1,j}i,j∈Nを {A2,i}i∈Nとする．同様の操作を続けて，{Ak,i}i∈Nを得る．
また，各 n = 1, 2, . . . ,∞に対して，[0, 1]の部分区間の族 {Ink,i}i∈Nを次のように構成す

る．まず，αn0 = 0,

In1,1 = [0, µn(A1,1)︸ ︷︷ ︸
=αn

1

], In1,2 = [µn(A1,1), µn(A1,1) + µn(A1,2)︸ ︷︷ ︸
=αn

2

], · · ·

とし，次に，A1,i =
∪
ℓA2,iℓ (i1 < i2 < · · · )のとき，

In1,i = [αni−1, α
n
i−1 + µn(A2,i1)] ∪ [αni−1 + µn(A2,i1), αni−1 + µn(A2,i1) + µn(A2,i2)] ∪ · · ·

=: In2,i1 ∪ I
n
2,i2 ∪ · · ·
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とおいて，{In2,i}i∈Nを決める．この操作を繰り返して，{Ink,i}i∈Nを得る．ここで，{Ink,i}i∈N
は {Ink−1,i}i∈Nの細分であって，P (Ink,i) = λ(Ink,i) = µn(Ak,i)をみたす.

各 k, iに対して，xk,i ∈ Ak,iを任意に 1つ選び，Xk
n : Ω → Sを

Xk
n(ω) = xk,i, ω ∈ (Ink,i)

◦

と定義する．P (∂Ink,i) = 0より，Ink,iの端点ではXk
nはどう選んでもよい．例えば，x0 ∈ S

を任意にとり，ω ∈
∪
i ∂I

n
k,iに対してXk

n(ω) = x0と決めておく．Nn =
∪
k

∪
i ∂I

n
k,iとお

く．{Ak,i}の構成より，ω ∈ N c
nに対して，

ℓ ≥ k ⇒ d(Xk
n(ω), Xℓ

n(ω)) < 1/k

であるから，{Xk
n(ω)}∞k=1はCauchy列である．従って，Sの完備性より，Xk

n(ω)は k → ∞
のとき収束する．また，ω ∈ Nのときは，十分大きな kに対して，Xk

n(ω) = x0となるから，
いずれにせよXk

n(ω)は k → ∞のとき収束する．そこで，Xn(ω) := limkX
k
n(ω), ω ∈ Ωと

おくと，Xnは F/B(S)可測である (cf. Exercise 33.3)．
Xn ∼ µn を示す．F ⊂ S を閉集合とし，Fk = {x ∈ S : d(x, F ) ≤ 1/k}, Jk = {i :

Ak,i ∩ F ̸= ∅}とおくと，

P (Xk
n ∈ F ) ≤ P

Xk
n ∈

∪
i∈Jk

Ak,i

 ≤
∑
i∈Jk

P (Xk
n ∈ Ak,i) =

∑
i∈Jk

P (Ink,i) (∵ P (Nn) = 0)

=
∑
i∈Jk

µn(Ak,i) ≤ µn(Fk).

k → ∞のとき，µn(Fk) ↓ µn(F )であるから，Portmanteau定理より，L(Xk
n)

w→ µnを得
る．よって，Xn ∼ µnが示された．
最後に，d(Xn, X∞) → 0 a.s. (n → ∞)を示す．1 ≤ n, k < ∞に対して，Kk,n = {i :

µ∞(Ak,i) > µn(Ak,i)}とおくと，∑
i

{µ∞(Ak,i) − µn(Ak,i)} = 1 − 1 = 0

より，
∑

i/∈Kk,n
{µ∞(Ak,i) − µn(Ak,i)} = −

∑
i∈Kk,n

{µ∞(Ak,i) − µn(Ak,i)}. 従って，∑
i

|P (I∞k,i) − P (Ink,i)| =
∑
i

|µ∞(Ak,i) − µn(Ak,i)| =
∑

i∈Kk,n

{· · · } −
∑

i/∈Kk,n

{· · · }

= 2
∑

i∈Kk,n

{· · · } = 2
∑
i

{µ∞(Ak,i) − µn(Ak,i)}+.

ここで，µn
w→ µ∞と µ∞(∂Ak,i) = 0より，µn(Ak,i) → µ∞(Ak,i) (n → ∞)である (Port-

manteau定理)．さらに，{· · · }+ ≤ µ∞(Ak,i),
∑

i µ∞(Ak,i) = 1であるから，DCTより，∑
i |P (I∞k,i) − P (Ink,i)| → 0 (n→ ∞)を得る．
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k, i を任意に固定し，1 ≤ n ≤ ∞ に対して，βn を Ink,i の左端点とし，Ln = {j :

Ink,j は Ink,iの左側にある }とおくと，Lnは nに依存しない：Ln ≡ L∞. さらに，

β∞ =
∑
j∈L∞

P (I∞k,j) = lim
n→∞

∑
j∈L∞

P (Ink,j) = lim
n→∞

βn.

同様に，Ink,iの右端点も I∞k,iのそれに収束する．
以上より，ω ∈ (I∞k,i)

◦のとき，十分大きな nに対して，ω ∈ (Ink,i)
◦となるから，

d(Xn(ω), X∞(ω)) < 1/k.

従って，limn d(Xn(ω), X∞(ω)) = 0 (∀ω ∈ N c
∞)を得る．

Theorem 33.9において，Sの完備性は外すことができる．この拡張はDudley (1968)に
よる．さらに，Wichura (1970)は Sが単に距離空間であっても (つまり完備性や可分性を
みたさなくても)，極限分布 µ∞が可分な Borel集合に集中していたら，Theorem 33.9の
結論が成り立つことを示した．以上の経緯から，最後に述べた最も一般的なバージョンを，
Skorohod-Dudley-Wichuraの表現定理と呼ぶ．

RNにおける弱収束

RNを Rの可算直積とし，直積位相を入れる．直積位相は距離

d(x, y) =

∞∑
j=1

1

2j
(1 ∧ |xj − yj |), x = (xj), y = (yj) ∈ RN

によって距離化可能であり，この距離に関して RN は完備かつ可分である．また，RN の
Borel σ-field B(RN)はシリンダー σ-fieldに一致する (cf. Exercise 7.6)：B(RN) = BN.

各 k ∈ Rk に対して，射影 πk : RN → Rk を π(x1, x2, . . . ) = (x1, . . . , xk)と定義する．
µ ∈ P(RN)に対して，µ ◦ π−1

k の形の分布を µの有限次元分布 (f.d.d.)と呼ぶのであった．
RNにおける弱収束は f.d.d.’sの収束と同値であることを示そう (C空間との違いに気づく
べし！)．

Theorem 33.10. µn, µ ∈ P(RN)に対して，µn
w→ µ in RN (n → ∞) ⇔ ∀k ∈ N; µn ◦

π−1
k

d→ µ ◦ π−1
k in Rk (n→ ∞).

証明は次の補題による．

Lemma 33.3. Sを可分な距離空間とし，A ⊂ 2Sを次の条件をみたす πシステムとする：
各 x ∈ S と ε > 0に対して，Ax,ε = {A ∈ A : x ∈ A◦ ⊂ A ⊂ B(x, ε)}とおいたとき，
∂Ax,ε := {∂A : A ∈ Ax,ε}は∅を含むか，非可算無限個の排反な集合を含む．µ, µn ∈ P(S)

を givenとする．このとき，µ(∂A) = 0なる任意のA ∈ Aに対して，µn(A) → µ(A)なら，
µn

w→ µとなる．
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Proof. Aµ = {A ∈ A : µ(∂A) = 0}とおく．Aµはπシステムである．さらに，A1, . . . , Ar ∈
Aµに対して，包除原理より，

µn

(∪
i

Ai

)
=
∑
i

µn(Ai) −
∑
i<j

µn(Ai ∩Aj) + · · · + (−1)r−1µn

(∩
i

Ai

)

→
∑
i

µ(Ai) −
∑
i<j

µ(Ai ∩Aj) + · · · + (−1)r−1µ

(∩
i

Ai

)
= µ

(∪
i

Ai

)

となる．
いま，∂Ax,εが∅を含まないなら，∂Ax,εは非可算無限個の排反な集合を含むから，そ

のうちの少なくとも 1つは µ測度が 0である．よって，開集合G ⊂ Sを givenとすると，
各 x ∈ Gに対して，次をみたすAx ∈ Aµが存在する：x ∈ A◦

x ⊂ Ax ⊂ G. Sは可分である
から，可算個の xi, i = 1, 2, . . . が存在して，G =

∪
iA

◦
xi とできる．そこで，任意の δ > 0

に対して，r ∈ Nを十分大きく選んで，µ(
∪r
i=1A

◦
xi) ≥ µ(G) − δとすると，

µ(G) − δ ≤ µ

(
r∪
i=1

A◦
xi

)
= lim

n
µn

(
r∪
i=1

Axi

)
≤ lim inf

n
µn(G).

よって，Portmanteau定理より，µn
w→ µを得る．

Proof of Theorem 33.10. πk : RN → Rk は連続であるから，連続写像定理より，µn
w→ µ

なら，µn ◦ π−1
k

w→ µ ◦ π−1
k となる．逆を示そう．A = {{y = (yj) ∈ RN : |yj − xj | < η, 1 ≤

j ≤ k} : x = (xj) ∈ RN, η > 0, k ∈ N}とおく．いま，∀k ∈ N;µn ◦ π−1
k

w→ µ ◦ π−1
k なら，

Portmanteau定理より，µ(∂A) = 0なる任意のA ∈ Aに対して，µn(A) → µ(A)となる．
よって，あとは ∂Ax,εが非可算無限個の排反な集合を含むことを示せばよいが，これは難
しくない．

Corollary 33.2. Xn = (Xn
1 , X

n
2 , . . . ), n ∈ NをRN-valued r.v.’sとすると，Xnが分布収

束するためには，Xnの各 f.d.d.が弱収束することが必要十分である．さらに，各 k ∈ N
に対して，L(Xn

1 , . . . , X
n
k )

w→ µk in Rk (n→ ∞)となるなら，µk, k ∈ Nを f.d.d.’sにもつ

RN-valued r.v. X が存在して，Xn d→ X となる．

Proof. 必要性は明らか．各 k ∈ Nに対して，L(Xn
1 , . . . , X

n
k )

w→ µk in Rk (n → ∞)とす
ると，µk, k ∈ Nは整合性条件をみたすので，それらを f.d.d.’sにもつRN-valued r.v. Xが
存在する．ここで，各 kに対して，(Xn

1 , . . . , X
n
k )

d→ (X1, . . . , Xk)であるから，Xn d→ X

を得る．

Vitali-Hahn-Sacksの定理

Portmanteau定理より，距離空間 S上のBorel p.m.’s µ, µnに対して，µnが µに弱収束
することは，µ(∂A) = 0なる任意の A ∈ B(S)に対して，µn(A) → µ(A)となることが必
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要十分であった．では，µnが与えられて，あらゆるA ∈ B(S)に対して，limn µn(A)が存
在するとき，µ(A) := limn µn(A), A ∈ B(S)は p.m.となるであろうか？じつはもっと一
般に次の定理が成り立つ．

Theorem 33.11 (Vitali-Hahn-Sacks). (Ω,F)を可測空間，Pn を (Ω,F)上の p.m.’sと
し，あらゆるA ∈ F に対して，limn Pn(A) =: P (A)が存在するとする．このとき，P は
(Ω,F)上の p.m.である．

もちろん P がF 上で有限加法的であることはすぐわかる．従って，An ↓ ∅, An ∈ F に
対して，limn P (An) = 0を示せばよいが，この部分が難しい．まず，次の定理を示す．位
相空間の部分集合が疎 (nowhere dense)であるとは，その閉包の内部が空であることを言
う．例えば，開集合の境界は疎である．しかし，Qは Rの部分集合としての閉包が Rで
あるから，疎ではない (Q自身の内部は空であるが)．

Theorem 33.12 (Baireのカテゴリー定理). 完備距離空間は疎な閉集合の可算和になら
ない．

疎な閉集合の可算和として表せる位相空間を第 1カテゴリーに属すると言う．第 1カ
テゴリーに属さない位相空間は第 2カテゴリーに属すると言う．Baireのカテゴリー定理
を言い換えると，完備距離空間は第 2カテゴリーに属するということである．

Proof. Sを完備距離空間とし，仮に疎な閉集合 Fn, n = 1, 2, . . . が存在して，S =
∪
n Fn

と表せるとする．このとき，F c1 は空でない開集合であるから，ある x1 ∈ Sと ε1 > 0が存
在して，B(x1, ε1) ⊂ F c1 となる．F2は疎であるから，

U2 := B(x1, ε1/2) ∩ F c2

は空でない．よって，ある x2 ∈ Sと 0 < ε2 < ε1/2が存在して，

B(x2, ε2) ⊂ U2

となる．これを繰り返して，次をみたす xn ∈ S, εn > 0を得る：

εn+1 < εn/2, B(xn+1, εn+1) ⊂ Un+1 := B(xn, εn/2) ∩ F cn+1.

d(xn, xn+1) < εn/2より，{xn}は Cauchy列であるから，S の完備性より，xn → x ∈ S

となる．このとき，
x ∈

∩
n

B(xn, εn) ⊂
∩
n

F cn

となるが，これは S =
∪
n Fnに反する．
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Proof of Theorem 33.11. Q(A) =
∑∞

n=1 P (A)/2n, A ∈ F とおくと，Q は (Ω,F) 上の
p.m.であり，Pn ≪ Q,∀nとなる．いま，d(A,B) = Q(A∆B), A,B ∈ F と定義すると，
Q(A∆B) = 0なるA,Bを同一視すれば，dはF 上の完備な距離となる．もっと正確に述
べると，A ∈ F に対して，[A] = {Ǎ ∈ F : Q(A∆Ǎ) = 0}とおき，[F ] = {[A] : A ∈ F}
とおくと，[F ]は d̃([A], [B]) = d(A,B), A,B ∈ F に関して完備な距離空間になる．ここ
で，各 Pnは Pn ≪ Qであるから，Pn([A]) := Pn(A), A ∈ F と定義すれば，Pnは [F ]上
の well-definedな連続関数である．以下，F と [F ]を同一視する．
与えられた ε > 0に対して，

Fk(ε) = {A ∈ F : sup
n

|Pk(A) − Pk+n(A)| ≤ ε}

は F の閉集合であり，仮定より，F =
∪∞
k=1 Fk(ε)である．F は完備であるから，Baire

のカテゴリー定理より，少なくとも 1つの Fk0(ε)は空でない内部をもつ．これは，ある
A0 ∈ F と η > 0が存在して，

d(A,A0) < η,A ∈ F ⇒ sup
n

|Pk0(A) − Pk0+n(A)| ≤ ε

となることを意味する．一方，Q(A) ≤ ηなる任意のA ∈ F に対して，A1 = A∪A0, A2 =

A0 \ (A ∩ A0)とおくと，A = A1 \ A2, d(A1, A0) ≤ η, d(A2, A0) ≤ ηをみたす．よって，
Q(A) ≤ η, k ≥ k0なら，

Pk(A) ≤ Pk0(A) + |Pk0(A) − Pk(A)|
≤ Pk0(A) + |Pk0(A1) − Pk(A1)| + |Pk(A2) − Pk0(A2)| ≤ Pk0(A) + 2ε

となる．この評価と Pk0 ≪ Qより，Q(A) → 0なら nに関して一様に Pn(A) → 0となる
ことがわかる．これから，P の可算加法性が従う．

演習問題

Exercise 33.1. 完備性は距離に依存した概念である．ある距離に関して完備な空間が，別
の同値な距離に関して完備でないことはありうる．そのような例を構成せよ．

Exercise 33.2. 同値ではない 2つの距離が同じBorel σ-fieldを誘導することはありうる．
そのような例を構成せよ．

Exercise 33.3. S を距離空間，Xn, n ∈ Nを S-valued r.v.’sとし，各 ω ∈ Ωに対して，
n → ∞のとき，Xn(ω) → X(ω) in Sとする．このとき，X も S-valued r.v.であること
を示せ．
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Remark 33.2. Exercise 33.3の結論は S が単に位相空間のときは成り立たない．S =

[0, 1][0,1] = {f : f : [0, 1] → [0, 1]} とし，S には各点収束位相を入れる．(Ω,F) =

([0, 1],B[0,1])とし，

Xn(ω)(t) = max{1 − n|ω − t|, 0}, ω ∈ Ω, t ∈ [0, 1]

とおくと，Ω ∋ ω 7→ Xn(ω) ∈ Sは連続であるから，XnはF/B(S)可測であり，各 ω ∈ Ω

に対して，Xn(ω) → X(ω) = 1{ω}(·)となる．しかし，X は F/B(S)可測でない．実際，
任意のC ⊂ Ωに対して，UC = ∪t∈C{x ∈ S : x(t) > 0}は Sの開集合であるが，Cを [0, 1]

の Lebesgue非可測集合とすれば，X−1(UC) = C /∈ F となる．

Exercise 33.4. µ ∈ P(S)に対して，A = {A ∈ B(S) : µ(∂A) = 0}とおいたとき，Aが
fieldであることを示せ．また，Aは σ-fieldとは限らない．そのような例を構成せよ．

Exercise 33.5. Theorem 33.3から Corollary 33.1を導け．

Exercise 33.6. Lemma 33.1の証明において，(i) [0, 1]Nが直積位相に関してコンパクト
であることを示せ．(ii) hが Sから h(S)への同相写像になることを示せ．

Exercise 33.7. Lemma 33.2を示せ．

Exercise 33.8. Cb(S)は一様距離に関して完備であることを示せ．また，(S, d)が全有界
であっても，Cb(S)は可分とは限らない．そのような例を構成せよ．

Exercise 33.9. Sを可分な距離空間とし，A ∈ B(S)に対して，射影 πA : P(S) → [0, 1]

を πA(µ) = µ(A)と定義する．このとき，P(S)の弱位相に関する Borel σ-fieldは，すべ
ての射影 πA, A ∈ B(S) が可測になる最小の σ-fieldに一致することを示せ．

Sを可分な距離空間とし，P(S)の弱位相に関する Borel σ-fieldを B(P(S))とおく．写
像 µ̂ : Ω × B(S) → [0, 1]が P(S)-valued r.v.であるとは，ω 7→ µ̂(ω, ·)が Ω/B(P(S))可
測になることを言う．前問より，µ̂が P(S)-valued r.v.であるための必要十分条件は，各
A ∈ B(S)に対して，ω 7→ µ̂(ω,A)が r.v.であり，各ω ∈ Ωに対して，B(S) ∋ A 7→ µ̂(ω,A)

が p.m.になることである．

Exercise 33.10. Sを可分な距離空間とし，µ̂, µ̂n, n = 1, 2, . . . をP(S)-valued r.v.’sとす
る．いま，各 f ∈ Cb(S)に対して，∫

fdµ̂n
P→
∫
fdµ̂

とする．ここで，f ∈ Cb(S)に対して，µ 7→
∫
fdµは連続であるから，両辺は r.v.’sである．

このとき，弱位相を与える任意の距離 ρに対して，ρ(µ̂n, µ̂)は r.v.であり，ρ(µ̂n, µ̂)
P→ 0

となることを示せ．
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Exercise 33.11 (Rubin). Sを Poland空間，S′を可分な距離空間とし，Xn, 1 ≤ n ≤ ∞
を次をみたすS-valued r.v.’sとする：Xn

d→ X∞ (n→ ∞)．また，gn : S → S′, 1 ≤ n ≤ ∞
を任意の x∞ ∈ S と xn → x∞ (n → ∞)なる任意の {xn} ⊂ S に対して limn gn(xn) =

g∞(x∞)をみたす可測写像とする．このとき，gn(Xn)
d→ g∞(X∞)を示せ．

Exercise 33.12. Corollary 33.2は RNを Poland空間 S の可算直積 SNに取り替えても
成り立つ．このことを示せ．

Exercise 33.13. 1 ≤ p < q ≤ ∞とし，Lq = Lq(Ω,F , P )は無限次元とする．このとき，
(Lq, ∥ · ∥p)は第 1カテゴリーに属することを示せ．
ヒント：Lq =

∪
n{X ∈ Lq : ∥X∥q ≤ n} =:

∪
n Fnである．各 Fnが ∥ · ∥pに関して疎な

閉集合であることを示せ．

276



34 Prohorovの定理とProhorov距離

Prohorovの定理

(S,B(S))上の p.m.’sの族Π ⊂ P(S)が一様にタイト (uniformly tight)であるとは，任
意の ε > 0に対して，あるコンパクト集合K = Kε ⊂ Sが存在して，µ(K) ≥ 1−ε (∀µ ∈ Π)

となることを言う．

Theorem 34.1 (Prohorov). (S, d)を可分とし，Π ⊂ P(S)とする．このとき，(i) Πが一
様にタイトなら，Πは (弱位相に関して)相対コンパクトである．(ii)逆に，(S, d)がPoland

空間のとき，Πが相対コンパクトなら，Πは一様にタイトである．

可分な距離空間 S に対して，弱位相は距離位相であったから，コンパクト性と点列コ
ンパクト性は等価である．従って，Πが相対コンパクトであることは，Πに属する任意の
p.m.’sの列が弱収束する部分列をもつことと同値である．

Corollary 34.1. (S, d)が Poland空間のとき，{µn} ⊂ P(S)が弱収束するための必要十
分条件は，{µn}が一様にタイトであり，かつその任意の弱収束部分列が一意な極限をも
つことである．

1つの p.m. µ ∈ P(S)がタイト (tight)であるとは，任意の ε > 0に対して，あるコン
パクト集合K = Kε ⊂ Sが存在して，µ(K) ≥ 1 − εとなることを言う．Π = {µ} (1点集
合)はコンパクトなので，(S, d)が Poland空間なら，µはタイトである．従って，次の系
を得る．

Corollary 34.2 (Ulamの定理). Poland空間上の任意の Borel p.m.はタイトである．

Theorem 34.1の定理の証明に，次のRieszの表現定理を用いる．証明は本節の最後を参
照せよ．

Theorem 34.2 (Rieszの表現定理). (S, d)をコンパクトとし，LをC(S)上の非負値線形
汎関数とする．すなわち，L : C(S) → Rは線形であり，

f ∈ C(S), f ≥ 0 ⇒ L(f) ≥ 0

をみたすと仮定する．このとき，S上の一意な有限 Borel測度 µが存在して，

L(f) =

∫
fdµ, ∀f ∈ C(S)

と表すことができる．

Lemma 34.1. S0 ⊂ SをSの部分集合とし，B(S0)をS0の相対位相に関するBorel σ-field

とすると，B(S0)は B(S)の S0への制限に一致する：B(S0) = {S0 ∩A : A ∈ B(S)}.
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Proof. cf. Exercise 2.8.

Proof of Theorem 34.1. (i). まず (S, d)をコンパクトと仮定する．このとき，C(S)は一様
距離に関して可分であるから，{fm} ⊂ C(S)を次をみたすように選べる：各m ∈ Nに対し
て 0 ≤ fm ≤ 1であり，f1, f2, . . . の有限 1次結合の全体 span{f1, f2, . . . }はC(S)で稠密と
なる．このとき，任意の {µn} ⊂ P(S)に対して，対角線論法より，ある部分列 {µnk

}が存
在して，すべてのmに対して有限な limk

∫
fmdµnk

が存在する．ここで，span{f1, f2, . . . }
は C(S)で稠密であるから，すべての f ∈ C(S)に対して，有限な

lim
k

∫
fdµnk

=: L(f)

が存在する．LはC(S)上の非負値線形汎関数であるから，Rieszの表現定理より，S上の
一意な有限 Borel測度 µが存在して，

L(f) =

∫
fdµ, ∀f ∈ C(S)

と表せる．さらに，L(1) = 1より µは p.m.であり，Lの構成より，µnk

w→ µ (k → ∞)と
なる．以上より，(S, d)がコンパクトなら P(S)がコンパクトになることが示された．
一般に，(S, d)がコンパクトとは限らないときは，dと同値な距離 d̂であって，(S, d̂)が全

有界になるものをとる．(S, d̂)の完備化を T とすると，T はコンパクトである．{µn} ⊂ Π

を任意にとり，各 µnに対して，B(T )上の p.m. µ̄nを

µ̄n(A) = µn(S ∩A), A ∈ B(T )

と定義する (cf. Lemma 34.1)．このとき，P(T )のコンパクト性より，適当な部分列 {µ̄nk
}

と p.m. µ̄ ∈ P(T )が存在して，µ̄nk
→ µ̄ in P(T )となる. あとは，µ̄の S への制限が

well-definedな p.m.になることを確認する．この部分にΠの一様なタイトネスを用いる．
いま，Πが一様にタイトであることから，S のコンパクト集合の列 Kℓ, ℓ ∈ Nであっ

て，各 ℓに対して，µnk
(Kℓ) ≥ 1 − 1/ℓ (∀k ∈ N)をみたすものが存在する．各 Kℓ は T

のコンパクト集合でもあるから，Portmanteau定理より，µ̄(Kℓ) ≥ lim supk µ̄nk
(Kℓ) =

lim supk µnk
(Kℓ) ≥ 1 − 1/ℓ. よって，µ̄(

∪∞
ℓ=1Kℓ) = 1 となるから，µ̄の外測度を µ̄∗とお

くと，µ̄∗(S) = 1となる 19．そこで，µ : B(S) → [0, 1]を

µ(S ∩A) = µ̄(A), A ∈ B(T )

と定義すれば (cf. Lemma 34.1)，µ̄∗(S) = 1より µは (S,B(S))上の well-definedな p.m.

になる．あとは，µnk
→ µ in P(S)を示せばよい．各 f ∈ Ud̂(S)は T 上の連続関数 f̄ に

一意に拡張できる．ここで，µ̄nk
→ µ̄ in P(T )より，∫

fdµnk
=

∫
f̄dµ̄nk

→
∫
f̄dµ̄ =

∫
fdµ, k → ∞

19S ∈ B(T )とは限らない．例えば，S を Rの Lebesgue非可測集合とすると，S の Rでの閉包 T = S は
S の完備化であるが，S /∈ B(T )である．
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を得る．従って，Portmanteau定理より，µnk
→ µ in P(S)を得る．

(ii). Gn ↑ Sなる任意の開集合列Gnと任意の ε > 0に対して，µ(Gn) > 1− ε (∀µ ∈ Π)

となる nが存在することを示す．仮にそのような nが存在しないなら，各 nに対して，
µn(Gn) ≤ 1 − εとなる µn ∈ Πが存在するが，Πの相対コンパクト性より，∃{µnk

} s.t.

µnk

w→ µ. しかし，Portmanteau定理より，µ(Gn) ≤ lim infk µnk
(Gn) ≤ 1 − εであるか

ら，n→ ∞とすると，µ(S) ≤ 1 − εとなって，µが p.m.であることに反する．
{xm}を Sの稠密な部分集合とし，各 n, k ∈ Nに対して，

Gkn =
n∪

m=1

B(xm, 1/k)

とおくと，
∪∞
n=1G

k
n = S. よって，∀ε > 0, ∀k ∈ N, ∃nk ∈ N s.t. µ(Gknk

) > 1− ε/2k (∀µ ∈
Π). K =

∩∞
k=1G

k
nk
とおくと，Kc =

∪∞
k=1(G

k
nk

)c ⊂
∪∞
k=1(G

k
nk

)c であるから，µ(Kc) ≤∑∞
k=1 µ((Gknk

)c) ≤ ε (∀µ ∈ Π). 従って，infµ∈Π µ(K) ≥ 1− εである．あとはKがコンパ
クトであることを示せばよい．Kは閉集合であるから，Sの完備性よりKも完備である．
さらに，各 kに対して，

K ⊂
nk∪
m=1

B(xm, 2/k)

であるから，K は全有界である．以上より，K がコンパクトであることが示された．

Remark 34.1. Ulamの定理において，Sの完備性は本質的な仮定である．λを [0, 1]上の
Lebesgue測度とし，S ⊂ [0, 1]をλ∗(S) = 0, λ∗(S) = 1をみたす集合とする (SはLebesgue

非可測集合である)．Sに通常の距離を入れると，Sは完備でない．いま，µ ∈ P(S)を

µ(S ∩A) = λ(A), A ∈ B[0,1]

と定義すると，µはwell-definedな p.m.である．このとき，Sのコンパクト集合Kは [0, 1]

のコンパクト集合でもある．ところが，λ∗(S) = 0より，µ(K) = λ(K) = 0でなくてはな
らないので，µはタイトになりえない．

Remark 34.2. Prohorovの定理を適用するためには，Sのコンパクト集合がどのような
集合であるかわかっていないといけない．S = Rk のときは，コンパクト集合であること
は有界閉集合であることと同値なので，Rk-valued r.v.’s {Xn}に対して，{L(Xn)}が一
様にタイトであるためには，limM→∞ supn P (|Xn| > M) = 0となることが必要十分であ
る．Sが (ベクトル空間であることは仮定して)無限次元の場合は，一様タイト性の特徴づ
けはもっと複雑である．注意しなくてはならないのは，無限次元の (実/複素)ノルム空間
(S, ∥ · ∥)では，コンパクト集合であることと有界閉集合であることは同値ではないので，
S-valued r.v.’s {Xn}に対して，limM→∞ supn P (∥Xn∥ > M) = 0であっても，{L(Xn)}
が一様にタイトであるとは限らない (逆は正しい)．
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測度の正則性とRadon測度. Ulamの定理のついでに，測度の正則性を議論する．(S, d)

を距離空間とし，µを (S,B(S))上の測度とする (p.m.とは限らない)．A ∈ B(S)に対し
て，µが

µ(A) = inf{µ(U) : U ⊃ A, U : open}

をみたすとき，µはA上で外正則 (inner regular)であると言う．また，µが

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A, K : compact}

をみたすとき，µはA上で内正則 (inner regular)であると言う．µがすべてのBorel集合
上で外正則 (内正則)であるとき，µは外正則 (内正則)であると言う．µが外正則かつ内
正則であるとき，µは正則 (regular)であると言う．µが局所有限であり (すなわち，S
の各点が µ測度が有限な開近傍をもち)，さらに内正則であるとき，µをRadon測度と呼
ぶ 20．局所有限な測度は各コンパクト集合に対して有限の値をとる．Sが局所コンパクト
なら (すなわち，Sの各点が相対コンパクトな開近傍をもてば)，逆も正しい．有限測度 µ

が S上で内正則であるとき，µはタイトであると言う．この定義は，p.m.のタイト性と整
合的である．

Theorem 34.3. µが有限なら，µは外正則である．さらに，µがタイトなら，µは正則
(従って，Radon)である．

Proof. A = {A ∈ B(S) : µはAとAc上で外正則 }とおく．Aが開集合なら，µはA上で
外正則であり，Un = {x : d(x,Ac) < 1/n}とおくと，Un ⊃ Acは開集合であり，Un ↓ Ac

となる．よって，µ(Ac) = limn µ(Un)であるから，µはAc上で外正則である．すなわち，
Aは開集合全体を含むので，Aが σ-fieldであることを示せば，A = B(S)が従う．S ∈ A
と A ∈ A ⇒ Ac ∈ Aはよい．An ∈ A (n = 1, 2, . . . )として，与えられた ε > 0と各 nに
対して，開集合Un ⊃ Anを µ(Un \An) ≤ ε/2nをみたすように選ぶ．ここで，U =

∪
n Un

とおくと，U \A ⊂
∪
n(Un \An)より，µ(U \A) ≤ εを得る．よって，A ∈ Aであるから，

Aは σ-fieldである．
さらに，µがタイトなら，与えられた ε > 0に対して，適当なコンパクト集合Kが存在し

て，µ(Kc) ≤ εとなる．次に，A ∈ Aに対して，外正則性より，適当な閉集合 F ⊂ Aが存
在して，µ(A\F ) ≤ εとなる．L = K∩F とおくと，Lはコンパクトであり，µ(A\L) ≤ 2ε

となる．よって，µは正則である．

従って，有限 Borel測度に対しては，(a) タイト性，(b) 正則性，(c) Radon性，はす
べて等価である．さらに Ulamの定理より，Poland空間上のあらゆる有限 Borel測度は
タイトである．では，(Rk,Bk)上の局所有限測度，例えば Lebesgue測度，は正則 (従っ
て，Radon)であろうか．答えは Yesである．もう少し一般に，次の定理が成り立つ．S
が σコンパクトであるとは，Kn ↑ Sなるコンパクト集合列 {Kn}が存在することを言う．
例えば，Sが可分かつ局所コンパクトなら，Sは σコンパクトである．

20Radon測度の定義は本によってちょっとずつ違っているので，注意が必要である．
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Theorem 34.4. Sを局所コンパクトかつ σコンパクトとし，µを局所有限とする．この
とき，µは正則 (従って，Radon)である．

Proof. 証明を 2つのステップに分割する．
Step 1. µの内正則性を示す．{Kn}をKn ↑ Sなるコンパクト集合列とし，n = 1, 2, . . .

に対して，µn(A) := µ(A ∩ (Kn \ Kn−1)), A ∈ B(S)と定義する．ただし，K0 = ∅で
ある．A ∈ B(S) を given とする．各 µn は有限であるから，任意の ε > 0 と n ∈ N
に対して，あるコンパクト集合 Ln ⊂ A が存在して，µn(Ln) ≥ µn(A) − ε/2n をみた
す．MN =

∪N
n=1 Ln とおくと，MN は Aに含まれるコンパクト集合であり，µ(MN ) =∑∞

n=1 µn(MN ) ≥
∑N

n=1 µn(Ln) ≥
∑N

n=1 µn(A) − εをみたす．よって，

sup
N
µ(MN ) ≥

∞∑
n=1

µn(A) − ε = µ(A) − ε

より，µの内正則性が示された．
Step 2. 次に µの外正則性を示す．まず，A ⊂ Sが相対コンパクトなBorel集合の場合

を考える．S の局所コンパクト性より，各 x ∈ S に対して，相対コンパクトな開近傍 Ux

が存在する．いま，Aの閉包 Aはコンパクトであるから，有限個の x1, . . . , xk ∈ Aが存
在して，A ⊂ A ⊂

∪k
j=1 Uxj =: U となる．L = U とおくと，Lはコンパクトであるから，

µ(L \ A) < ∞である．よって，内正則性より，任意の ε > 0に対して，あるコンパクト
集合K ⊂ L \Aが存在して，µ(K) ≥ µ(L \A) − εをみたす．V = U \K = U ∩Kcとお
くと，V はAを含む開集合であり，

µ(V ) ≤ µ(L ∩Kc) ≤ µ(L) − µ(K) ≤ µ(L) − µ(L \A) + ε = µ(A) + ε

をみたす．よって，µはA上で外正則である．
A ⊂ Sを一般のBorel集合とし，A =

∪
nAnと分割する．ただし，{An}は排反な相対コ

ンパクト集合列である．Sのσコンパクト性より，このような分割は存在する．µ(A) = +∞
ならA上での外正則性は明らかなので，µ(A) < +∞と仮定する．前段落の結果より，任
意の ε > 0と n ∈ Nに対して，ある開集合 Un ⊃ Anが存在して，µ(Un) ≤ µ(An) + ε/2n

をみたす．ここで，U =
∪
n Unとおくと，U はAを含む開集合であり，

µ(U) ≤
∑
n

µ(Un) ≤
∑
n

µ(An) + ε = µ(A) + ε

をみたす．よって，µはA上で外正則である．

Prohorov距離

Sが可分ならP(S)は弱位相に関して可分であることを示したが，じつは SがPoland空
間なら，弱位相は完備な距離によって距離化可能である．(S, d)を可分な距離空間とし，δ >
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0, A ⊂ Sに対して，Aδ = {x ∈ S : d(x,A) ≤ δ}とおく．ただし，d(x,A) = infy∈A d(x, y)

である．µ, ν ∈ P(S)に対して，

ρ(µ, ν) := inf{ε > 0 : µ(A) ≤ ν(Aε) + ε, ∀A ∈ B(S)}

と定義する．(A)ε = Aεであるから，右辺の “∀A ∈ B(S)”は “∀A ⊂ S: closed”に変えて
もよい．

Theorem 34.5. ρは弱位相の距離を与える．

Proof. まず，ρが距離であることを示す．ρ(µ, ν) ≥ 0はよい．対称性を示す．ρ(µ, ν) > ε

なら，∃A ∈ B(S) s.t. µ(A) > ν(Aε)+ε. ここで，((Aε)c)ε ⊂ Acである (d(x, y) ≤ ε, ∃y ∈
(Aε)c なら，x ∈ Ac である．仮に x ∈ Aなら y ∈ Aε となって矛盾が起こる)．ゆえに，
ν((Aε)c) > µ(Ac) + ε ≥ µ(((Aε)c)ε) + ε. すなわち，ρ(ν, µ) > ε. ε ↑ ρ(µ, ν)として，
ρ(ν, µ) ≥ ρ(µ, ν). µと νの役割を入れ替えて，ρ(µ, ν) = ρ(ν, µ)を得る．
次に，ρ(µ, µ) = 0はよい．いま，ρ(µ, ν) = 0なら，任意の閉集合 F ⊂ S に対して，

µ(F ) ≤ ν(F 1/n) + n−1. n → ∞とすると，F 1/n ↓ F より，µ(F ) ≤ ν(F ). µと ν を入れ
替えて，µ(F ) = ν(F )を得る．ゆえに，µ = νである．
三角不等式は明らかである．これで ρが距離であることが示された．
次に，

µn
w→ µ⇔ ρ(µn, µ) → 0

を示す．まず，ρ(µn, µ) → 0なら，任意のε > 0と閉集合F ⊂ Sに対して，lim supn µn(F ) ≤
µ(F ε) + ε. ε = 1/k ↓ 0として，lim supn µn(F ) ≤ µ(F ). ゆえに，Portmanteau定理より，
µn

w→ µを得る．
逆に，µn

w→ µとする．S は可分であるから，与えられた ε > 0に対して，S の可測
分割 {Ai} であって，各 Ai の直径が ε 以下のものが存在する．k を十分大きく選んで，
µ(
∪∞
i=k+1Ai) ≤ εとする．いま，

G = {((Ai1 ∪ · · · ∪Aim)ε)◦ : 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ k}

とおくと，Gは有限であるから，Portmanteau定理より，∃n0 ∈ N s.t. n ≥ n0 ⇒ µn(G) >

µ(G) − ε (∀G ∈ G). A ∈ B(S)に対して，A0 =
∪
i:Ai∩A̸=∅Aiとおくと，(Aε0)

◦ ∈ G であ
るから，n ≥ n0のとき，

µ(A) ≤ µ(A0) + µ

( ∞∪
i=k+1

Ai

)
≤ µ(A0) + ε ≤ µ((Aε0)

◦) + ε

< µn((Aε0)
◦) + 2ε ≤ µn(A2ε) + 2ε.

ゆえに，lim supn ρ(µn, µ) ≤ 2εが示された．

ρを Prohorov距離と呼ぶ．
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Theorem 34.6. (S, d)が Poland空間なら，(P(S), ρ)は Poland空間である．

Proof. (P(S), ρ)が完備なことを示せばよい．{µn} ⊂ P(S)を ρに関する Cauchy列とす
る．SはPoland空間であるから，Ulamの定理より，各µnはタイトである．ゆえに，ε > 0

を givenとすると，各 ℓ ∈ Nに対して，正整数mℓとコンパクト集合Kℓ ⊂ Sを

ρ(µn, µmℓ
) ≤ ε/2ℓ+1, ∀n ≥ mℓ, µn(Kc

ℓ ) ≤ ε/2ℓ+1, 1 ≤ ∀n ≤ mℓ

をみたすように選べる．εℓ = ε/2ℓとおくと，各 ℓ ∈ Nに対して，µn((Kεℓ
ℓ )c) ≤ εℓ (∀n).

そこで，K =
∩∞
ℓ=1K

εℓ
ℓ とおくと，µn(K) ≥ 1 − ε (∀n). Sは完備であり，K は閉集合で

あるから，K は完備である．また，各Kℓはコンパクトであるから，K は全有界である．
従って，Kはコンパクトであるから，{µn}は一様にタイトである．ゆえに，{µn}は弱収
束する部分列をもつが，{µn}は Cauchy列だったので，{µn}自身が弱収束する．

S-valued r.v.’s X,Y に対して，

α(X,Y ) := inf{ε > 0 : P (d(X,Y ) > ε) ≤ ε} (∗)

と定義する．

Theorem 34.7. (i) (∗)の右辺の inf はminに取り替えることができる．

(ii) a.s.に等しい S-valued r.v.’sを同一視すると，αは S-valued r.v.’sの全体のなす空間
上の距離を与える．

(iii) Xn
P→ X ⇔ α(Xn, X) → 0．

Proof. (i). εm ↓ α = α(X,Y )とすると，{d(X,Y ) > εm} ↑ {d(X,Y ) > α}であるから，
P (d(X,Y ) > α) = limm P (d(X,Y ) > εm) ≤ limm εm = α.

(ii)と (iii)の証明は難しくないので省略する．

αはKy Fan距離と呼ばれる．ところで，Xn
P→ X ならXn

d→ X であるが，Prohorov

距離とKy Fan距離には次の関係がある．

Theorem 34.8. S-valued r.v.’s X,Y に対して，ρ(L(X),L(Y )) ≤ α(X,Y ).

Proof. α = α(X,Y )とおくと，

P (X ∈ A) = P ({X ∈ A} ∩ {d(X,Y ) ≤ α}) + P ({X ∈ A} ∩ {d(X,Y ) > α})

≤ P (Y ∈ Aα) + α.

よって，ρ(L(X),L(Y )) ≤ α.

Prohorov距離と Ky Fan距離の間には，さらに次のような興味深い関係がある．すな
わち，Prohorov距離の意味で近い 2つの p.m.’sに対して，それぞれを分布にもつ r.v.’sで
あって，Ky Fan距離の意味で近いものを構成できる．より正確には，次の定理が成り立つ．
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Theorem 34.9 (Strassen-Dudley). (S, d)を可分とし，µ, ν ∈ P(S)をタイトとする．ま
た，ε, δ > 0を givenとする．このとき，次の (i)と (ii)は同値である．

(i) 次をみたす S-valued r.v.’s X,Y が存在する：L(X) = µ,L(Y ) = ν, & P (d(X,Y ) >

δ) ≤ ε．

(ii) µ(A) ≤ ν(Aδ) + ε (∀A ∈ B(S)).

Proof. (i) ⇒ (ii)は明らか．(ii) ⇒ (i)の証明は，Dudley (2002, Theorem 11.6.2)を参照
せよ．

Rieszの表現定理の証明

Rieszの表現定理 (Theorem 34.2)を証明する．Rieszの表現定理は S がコンパクトな
Hausdorff空間でも成り立つが，ここでは距離空間としておく．なお，以下の証明は，Tao

(2010)を参考にした．以下，(S, d)はコンパクトな距離空間とする．

Lemma 34.2 (Urysohnの補題の特殊ケース). K ̸= ∅を S の閉集合とし，U ⊃ K を開
集合とする．このとき，次をみたす連続関数 f : S → [0, 1]が存在する：1K ≤ f ≤ 1U .

Proof. Sはコンパクトであるから，K,U cはコンパクトである．よって，ある ε > 0が存
在して，d(x, y) ≥ 2ε,∀x ∈ K, ∀y ∈ U cをみたす．そこで，

η(t) =


1 if t < 0

1 − t if 0 ≤ t ≤ 1

0 if t > 1

とおき，f(x) = η(ε−1d(x,K))とおくと，f が求める関数である．

Lemma 34.3 (1の分割). S の開被覆 U1, . . . , Uk に対して次をみたす連続関数 ψj : S →
[0, 1], 1 ≤ j ≤ kが存在する：ψj = 0, ∀x ∈ U cj , 1 ≤ j ≤ k &

∑k
j=1 ψj(x) = 1, ∀x ∈ S.

Proof. Sはコンパクトであるから，各x ∈ Sに対して，ある 1 ≤ j ≤ kとコンパクトな近傍
Bx ⊂ Ujが存在する．このとき，B◦

x, x ∈ SはSの開被覆であるから，有限個のx1, . . . , xm ∈
S が存在して，S =

∪m
i=1B

◦
xi =

∪m
i=1Bxi となる．そこで，Kj =

∪
i:Bxi⊂Uj

Bxi とおく
と，各 Kj は Uj のコンパクトな部分集合である．よって，Lemma 34.2より，ある連続
関数 fj : S → [0, 1]が存在して，1Kj ≤ fj ≤ 1Uj となる．

∑k
j=1 fj(x) ≥

∑k
j=1 1Kj (x) ≥

1 (∀x ∈ S)より，ψj(x) = fj(x)/
∑k

ℓ=1 fℓ(x), x ∈ Sとおくと，ψj , 1 ≤ j ≤ kは補題の条
件をみたす．
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Proof of Theorem 34.2. 一意性は明らか．µの存在を示す．Lは C(S)上で次の性質をみ
たす：f ≤ g ⇒ L(f) ≤ L(g); L(f) ≤ L(1)∥f∥u. 次に，

B+
lsc(S) = {f : f : S → R+, f は有界かつ下半連続 }

とおく 21．このとき，f ∈ B+
lsc(S)に対して，

L(f) := sup{L(g) : 0 ≤ g ≤ f, g ∈ C(S)}

として，LをB+
lsc(S)上に拡張する．拡張された Lは C(S)上ではもともとの Lに一致し

ている．さらに，次の性質をみたす．

(a) f, g ∈ B+
lsc(S), f ≤ g ⇒ L(f) ≤ L(g).

(b) f ∈ B+
lsc(S), c > 0に対して，L(cf) = cL(f).

(c) f, f ′ ∈ B+
lsc(S)に対して，L(f) + L(f ′) ≤ L(f + f ′).

(d) f, fn ∈ B+
lsc(S) (n = 1, 2, . . . ), f ≤

∑∞
n=1 fn ⇒ L(f) ≤

∑∞
n=1 L(fn).

(a) と (b) は明らか．(c) は g, g′ ∈ C(S) を 0 ≤ g ≤ f, 0 ≤ g′ ≤ f ′ とすると，0 ≤
g + g′ ≤ f + f ′より，L(g) + L(g′) = L(g + g′) ≤ L(f + f ′). g, g′に関して supをとって，
L(f) + L(f ′) ≤ L(f + f ′)を得る．

(d)を示す．0 ≤ g ≤ f なる任意の g ∈ C(S)に対して，L(g) ≤
∑∞

n=1 L(fn)を示せばよ
い．0 < ε ≤ 1/4を givenとし，c > 0は εと独立な定数とする．cの値はそれが現れる場
所ごとに異なっていてよい．gは連続であるから，各 x ∈ S に対して，適当な開近傍 Ux

が存在して，|g(y) − g(x)| ≤ ε,∀y ∈ Uxとなる．また，あるNx ∈ Nが存在して，

Nx∑
n=1

fn(x) ≥ g(x) − ε (∗)

となる．ここで，各 fnは下半連続であるから，必要なら Uxを小さくとり直して，

fn(y) ≥ fn(x) − ε/2n, ∀y ∈ Ux, 1 ≤ ∀n ≤ Nx (∗∗)

とできる．
いま，Ux, x ∈ SはSの開被覆であり，Sはコンパクトであるから，有限開被覆Ux1 , . . . , Uxk

が存在する．Lemma 34.3より，次をみたす連続関数 ψj : S → [0, 1], 1 ≤ j ≤ kが存在す
る：ψj(x) = 0, ∀x ∈ U cj , 1 ≤ j ≤ k &

∑k
j=1 ψ(x) = 1, ∀x ∈ S.

21コンパクト集合上の実数値下半連続関数は必ずしも有界ではない．例えば，f : [0, 1] → R を f(x) =
1/x, x ̸= 0, f(0) = 0とおくと，f は下半連続であるが，有界でない．
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x ∈ Sを g(x) ≥
√
εなる点とし，jをx ∈ Uxjをみたす任意の jとすると，|g(x)−g(xj)| ≤

εとなる．このとき，g(xj) ≥ g(x)−ε ≥
√
ε−ε ≥

√
ε/2となる．f ≥ gより，f(xj) ≥

√
ε/2

であるから，(∗)の両辺を f(xj)で割って，

1 ≤ g(xj)

f(xj)
≤

Nxj∑
n=1

fn(xj)

f(xj)
+ c

√
ε

を得る．また，
g(x) =

∑
j:x∈Uxj

g(x)ψj(x) ≤
∑

j:x∈Uxj

g(xj)ψj(x) + ε

となる．以上の評価と，gが有界であることから，

g(x) ≤
∑
j:x∈Uj

Nxj∑
n=1

fn(xj)

f(xj)
g(xj)ψj(x) + c

√
ε

≤
∞∑
n=1

∑
j:f(xj)≥

√
ε/2,Nxj≥n

fn(xj)

f(xj)
g(xj)ψj(x) + c

√
ε

を得る．c ≥ 1としておけば，この評価は g(x) <
√
εなる xに対しても成り立つ．右辺の

nに関する和のうち，ゼロでないものは有限個しかないので，

L(g) ≤
∞∑
n=1

L
( ∑
j:f(xj)≥

√
ε/2,Nxj≥n

fn(xj)

f(xj)
g(xj)ψj

)
+ c

√
ε

を得る．ここで，

∑
j:f(xj)≥

√
ε/2,Nxj≥n

fn(xj)

f(xj)
g(xj)ψj(x) ≤

k∑
j=1

fn(xj)ψj(x)

であり，さらに (∗∗)より，右辺は fn(x) + ε/2nでバウンドできる．よって，

L(g) ≤
∞∑
n=1

L(fn) + c
√
ε

を得る．これで (d)が示された．
(c)と (d)より，Lは有限加法的である．すなわち，f, g ∈ B+

lsc(S)に対して，L(f + g) =

L(f) + L(g)となる．
いま，開集合 U ⊂ Sに対して，1U は下半連続であるから，

µ(U) := L(1U )
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と定義する．さらに，閉集合K ⊂ Sに対しては，

µ(K) := µ(S) − µ(S \K)

と定義する．Lの有限加法性より，µは well-definedであり，また (a)より µ ≥ 0である．
そこで，任意のA ⊂ Sに対して，外測度を

µ+(A) := inf{µ(U) : U ⊃ A,U : open}

と定義し，内測度を

µ−(A) := sup{µ(K) : K ⊂ A,K : closed}

と定義する．ここで，0 ≤ µ−(A) ≤ µ+(A) ≤ µ(S) = L(1) <∞である．いま，

Mµ := {A ⊂ S : µ+(A) = µ−(A)}

とおくと，Mµは開集合全体を含む．なぜなら，開集合Uに対して，明らかにµ+(U) = µ(U)

であり，また µ の定義より，µ(U) = sup{L(g) : 0 ≤ g ≤ 1U , g ∈ C(S)} であるが，
0 ≤ g ≤ 1U なる g ∈ C(S)に対して，そのサポートをK := {g > 0}とおくと，1Kc ≤ 1−g
であるから，µ(Kc) = L(1Kc) ≤ L(1− g) = L(1)−L(g)より，L(g) ≤ µ(K)を得る．よっ
て，µ(U) ≤ µ−(U) ≤ µ+(U) = µ(U)であるから，U ∈ Mµを得る．そこで，A ∈ Mµに
対して，

µ(A) := µ+(A) = µ−(A)

と定義する．この定義は以前の定義と整合的である．
Mµがσ-fieldであることと，µが測度であることを示そう．S ∈ MµとA ∈ Mµ ⇒ Ac ∈

Mµはよい．An ∈ Mµ (n = 1, 2, . . . )と与えられた ε > 0に対して，次をみたす開集合
Un ⊃ Anと閉集合Kn ⊂ Anが存在する：µ(An) ≤ µ(Un) ≤ µ(An)+ε/2n & µ(An)−ε/2n ≤
µ(Kn) ≤ µ(An). Lの性質 (d)より，µ(

∪∞
n=1 Un) ≤

∑∞
n=1 µ(Un) ≤

∑∞
n=1 µ(An) + εであ

る．よって，µ+(
∪∞
n=1An) ≤

∑∞
n=1 µ(An). また，Lの有限加法性より，µ(

∪N
n=1Kn) =∑N

n=1 µ(Kn) ≥
∑N

n=1 µ(An) − εであるから，µ−(
∪∞
n=1An) ≥

∑N
n=1 µ(An). N → ∞と

して，µ−(
∪∞
n=1An) ≥

∑∞
n=1 µ(An)を得る．以上より，Mµは σ-fieldであり，µは測度

であることが示された．Mµは開集合全体を含むので，Mµ ⊃ B(S)であり，µの B(S)へ
の制限を再び µと書くことにすれば，µは有限 Borel測度である．
あとは，f ∈ C(S)に対して，L(f) =

∫
fdµ =: Lµ(f)を示せばよい．L(f)と Lµ(f)

の線形性から，0 ≤ f ≤ 1 と仮定してよい．K0 = S とし，j = 1, . . . , N に対して，
Kj = {f ≥ jN−1}とおき，次に，f1, . . . , fN ∈ C(S)を

fj = min

{
max

{
f − j − 1

N
, 0

}
,

1

N

}
とおく．このとき，N−11Kj ≤ fj ≤ N−11Kj−1 であるから，N

−1µ(Nj) ≤ Lµ(fj) ≤
N−1µ(Kj−1). また，開集合U ⊃ Kj−1に対して，1Kj ≤ Nfj ≤ 1Uであるから，N−1µ(Kk) ≤
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L(fj) ≤ N−1µ(U). U に関する infをとって，N−1µ(Kj) ≤ L(fj) ≤ N−1µ(Kj−1)を得る．
いま，f =

∑N
j=1 fj であるから，N

−1
∑N

j=1 µ(Kj) ≤ L(f) ∧ Lµ(fj) ≤ L(f) ∨ Lµ(f) ≤
N−1

∑N−1
j=0 µ(Kj). よって，|L(f)−Lµ(f)| ≤ (µ(K0)+µ(KN ))/N ≤ 2µ(S)/Nを得る．

演習問題

Exercise 34.1. Sが可分でなくても，Π ⊂ P(S)が一様にタイトなら，任意の {µn} ⊂ Π

は弱収束する部分列をもつことを示せ．

Exercise 34.2. S, S′を可分な距離空間とし，Aを一般の添字集合とする．各 α ∈ Aに対
して，Xα, YαをそれぞれS-valuedおよびS′-valued r.v.’sとする．このとき，{L(Xα, Yα) :

α ∈ A}が一様にタイトであるためには，{L(Xα) : α ∈ A}と {L(Yα) : α ∈ A}がともに
一様にタイトであることが必要十分であることを示せ．

Exercise 34.3 (Fernique). H を可分な実 Hilbert空間とし，{xn}をH の完全正規直交
系とする．H に (ノルム位相ではなく)弱位相を入れたとき，p.m.’s

µn = n−3
n3∑
m=1

δnxm , n ∈ N

は一様にタイトでないが，µn
w→ δ0となることを示せ．cf. Topsøe (1974).

以下，(B, ∥ · ∥)を可分な実Banach空間とし，B∗をその双対空間とする．B(B)をBの
Borel σ-fieldとする．また，B∗

1 を B∗の閉単位球とし，F(B)をすべての f ∈ B∗
1 が可測

になるB上の最小の σ-fieldとする．

Exercise 34.4. B(B) = F(B)を示せ．特に，µ, ν を (B,B(B))上の p.m.’sとすると，
µ ◦ f−1 = ν ◦ f−1, ∀f ∈ B∗

1 なら µ = νであることを確認せよ．

Exercise 34.5. K ⊂ B が相対コンパクトであるためには，K が有界であり，かつ任意
の ε > 0に対して，適当な有限次元部分空間 F が存在して，d(x, F ) < ε, ∀x ∈ K となる
ことが必要十分である．ただし，d(x, F ) = infy∈F ∥x− y∥である．このことを示せ．

Exercise 34.6. Πを (B,B(B))上の p.m.’sの族とする．Πが一様にタイトであるために
は，次の 2条件がみたされることが必要十分であることを示せ．

(a) あらゆる f ∈ B∗
1 に対して，{µ ◦ f−1 : µ ∈ Π}が一様にタイトである．

(b) 任意の ε > 0に対して，ある有限次元部分空間 F が存在して，

inf
µ∈Π

µ({x : d(x, F ) < ε}) ≥ 1 − ε

となる．
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ヒント：問題なのは十分性の証明である．(a)の代わりに次の条件を考える：

(c) 任意の ε > 0に対して，ある有界閉集合Lが存在して，infµ∈Π µ(L) ≥ 1− εとなる．

まず，(c)と (b)がみたされるなら，Πが一様にタイトであることを示せ．次に，(a)と (b)

がみたされるなら，(c)がみたされることを示せ．

Exercise 34.7 (Hilbert空間におけるCLT). (H, ⟨·, ·⟩)を可分な実Hilbert空間とし，B(H)

を H の Borel σ-fieldとする．X,X1, X2, . . . を F/B(H)可測な i.i.d. H-valued r.v.’sと
し，E[⟨X,h⟩] = 0, ∀h ∈ H,E[∥X∥2] < ∞とする．また，Šn = n−1/2

∑n
i=1Xi とおく．

このとき，CLTが成り立つこと示せ．すなわち，Šn
d→ Gであり，Gの分布は ⟨G,h⟩ ∼

N(0, E[⟨X,h⟩2]), h ∈ H から (一意に)決まる．
ヒント：任意の ε > 0に対して，H の有限次元部分空間に値をとる r.v. Y が存在して，

E[∥X − Y ∥2] ≤ εとできる．このことから，{L(Šn) : n ∈ N}の一様タイト性が従う．

Exercise 34.7の結果はそのまま可分なBanach空間に拡張できるわけではない．X1, . . . , Xn

を独立なB-valued r.v.’sとし，E[f(Xi)] = 0, ∀f ∈ B∗
1 , E[∥Xi∥2] <∞とすると，等式

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥
2
 =

n∑
i=1

E[∥Xi∥2]

は B が Hilbert空間の場合は成り立つが，それ以外のときは成り立たない．さらに，そ
もそも，E[f(X)] = 0, ∀f ∈ B∗

1 , E[∥X∥2] < ∞なる B-valued r.v. X を givenとすると，
f(G) ∼ N(0, E[f(X)2]),∀f ∈ B∗

1 なるB-valued r.v. Gが存在するとは限らない．

Exercise 34.8. c0 = {(xk) ∈ RN : limk xk = 0}とし，(xk) ∈ c0 に対して，∥(xk)∥ =

supk |xk|と定義する．

(a) (c0, ∥ · ∥)は可分な Banach空間であることを示せ．

(b) ε1, ε2, . . . を独立なRademacher r.v.’sとして，

X = (Xk)k∈N =

(
εk

(2 log(k + 1))1/2

)
k∈N

とおく．このとき，次をみたす c0-valued r.v. G = (Gk)k∈Nは存在しないことを示せ：
(Gk)k∈NはGauss過程であり，E[GkGℓ] = E[XkXℓ]をみたす．さらに，X1, X2, . . .

をXの独立なコピーとして，Šn = n−1/2
∑n

i=1X
iとおいたとき，Šnは c0において

分布収束しないことを確認せよ．

Banach空間上の確率論に関しては，Ledoux and Talagrand (1991)が詳しい．
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35 C空間

Arzelà-Ascoliの定理

C空間における弱収束を特徴づけるために，Cのコンパクト集合の特徴づけが必要にな
る．Arzelà-Ascoliの定理はそのような特徴づけを与える．

(K, e)をコンパクトな距離空間とし，C(K) = {f ∈ RK : f は連続 }とおく．C(K)に
は一様距離

d(f, g) = sup
x∈K

|f(x) − g(x)|, f, g ∈ C(K)

を入れる．(C(K), d)は完備である．
F ⊂ RK が x ∈ K において同程度連続 (equicontinuous)であるとは，

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀y ∈ K, e(y, x) < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε ∀f ∈ F

となることを言う．F がすべての x ∈ K において同程度連続であるとき，F を同程度連
続と呼ぶ．また，

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ K, e(x, y) < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε ∀f ∈ F

となるとき，F は一様に同程度連続 (uniformly equicontinuous)であると言う．(K, e)が
コンパクトなときは，両者は同値である．

Lemma 35.1. (K, e)をコンパクトとし，F ⊂ RK とする．このとき，F が同程度連続で
あることと，F が一様に同程度連続であることは同値である．

Proof. F が同程度連続であると仮定して，一様に同程度連続になることを示せばよい．
仮に F が一様に同程度連続でないなら，ある ε > 0, xn, yn ∈ K と fn ∈ F が存在して，
e(xn, yn) → 0 & ∥fn(xn)−fn(yn)| ≥ ε (∀n)となる．Kはコンパクトなので，xn → x ∈ K

と仮定してよい．このとき，e(xn, yn) → 0であるから，yn → xでもある．しかし，F は同
程度連続なので，十分大きなnに対して，|fn(xn)−fn(x)| < ε/2 & |fn(yn)−fn(x)| < ε/2

となるが，このとき，|fn(xn) − fn(yn)| < εとなって矛盾が起こる．

Theorem 35.1 (Arzelà-Ascoli). (K, e)をコンパクトとし，F ⊂ C(K)とする．このと
き，F がC(K)において相対コンパクトであるための必要十分条件は，F が一様有界かつ
同程度連続であることである．

Remark 35.1. C(K)は完備であるから，F ⊂ C(K)に対して，次の (i)–(iii)は同値で
ある．

(i) F は相対コンパクト．

(ii) F 内の任意の関数列は一様収束する部分列をもつ．
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(iii) F は全有界．

Proof. 必要性．F は全有界であるから，C(K)の部分集合として有界である．すなわち，
∃f0 ∈ F, ∃M > 0 s.t. F ⊂ {f ∈ C(K) : d(f, f0) ≤ M}. 従って，supx∈K |f(x)| ≤
M + supx∈K |f0(x)| (∀f ∈ F )であるから，F は一様有界である．一方，F が全有界なこ
とから，∀ε > 0, ∃f1, . . . , fn ∈ F s.t. ∀f ∈ F, ∃j = j(f) ∈ {1, . . . , n} with d(f, fj) < ε/3.

各 fjは一様連続であるから，{f1, . . . , fn}は一様に同程度連続である．よって，∃δ > 0 s.t.

∀x, y ∈ K, e(x, y) < δ ⇒ |fj(x) − fj(y)| < ε/3 (1 ≤ ∀j ≤ n). 従って，e(x, y) < δなら，
任意の f ∈ F に対して，j = j(f)として

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x) − fj(x)|︸ ︷︷ ︸
≤d(f,fj)

+|fj(x) − fj(y)| + |fj(y) − f(y)|︸ ︷︷ ︸
≤d(fj ,f)

< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

以上より，F は一様に同程度連続である．
十分性．F は一様に同程度連続とする．任意の {fn} ⊂ F が一様収束する部分列をもつ

ことを示せばよい．K はコンパクトであるから，各m ∈ Nに対して，K を半径 1/mの
有限個の開球たちで覆うことができる．そのような開球の中心を集めた集合をDmとおく
と，各Dmは有限なので，D :=

∪∞
m=1Dmは可算である．このとき，F が一様有界であ

ることと，対角線論法より，{fn}の部分列 {fnk
}を，各 x ∈ Dに対して {fnk

(x)}∞k=1が
収束列となるように選ぶことができる．{fnk

}が一様収束することを示す．
いま，F は一様に同程度連続性であるから，∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. e(x, y) < δ ⇒ |fnk

(x)−
fnk

(y)| < ε/3 (∀k). m > 1/δとする．Dm は有限であるから，十分大きな N に対して，
k, ℓ ≥ N ⇒ |fnk

(x) − fnℓ
(x)| < ε/3 (∀x ∈ Dm)．このとき，任意の x ∈ K に対して，

e(x, x′) < 1/m < δなる x′ ∈ Dmが存在するから，

|fnk
(x) − fnℓ

(x)| ≤ |fnk
(x) − fnk

(x′)| + |fnk
(x′) − fnℓ

(x′)| + |fnℓ
(x′) − fnℓ

(x)|
< ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

従って，{fnk
}はC(K)のCauchy列であり，C(K)の完備性より，それは一様収束する．

C空間における弱収束

以下，C = C([0, 1])とし，C には一様距離

d(x, y) = sup
t∈[0,1]

|x(t) − y(t)|, x, y ∈ C

を入れる．(C, d)は Poland空間なので，Prohorovの定理の系より，{µn} ⊂ P(C)が弱収
束するための必要十分条件は，{µn}が一様にタイトであり，かつ {µn}の任意の弱収束部
分列の極限が一意に決まることである．CのBorel σ-field B(C)はシリンダー σ-fieldに一
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致するから，π-λ定理より，(C,B(C))上の各 p.m.はその f.d.d.’sによって一意に決まる．
よって，次の定理を得る．

Theorem 35.2. µn ∈ P(C)とする．µn が弱収束するための必要十分条件は，µn の各
f.d.d.が弱収束して，かつ {µn}が一様にタイトなことである．

有限次元分布の収束を示すのは容易なことが多いので，以下では，一様なタイトネスを
保証する条件を考える．x ∈ C, δ ∈ (0, 1]に対して，xの連続度 (modulus of continuity)を

wx(δ) = w(x, δ) = sup{|x(s) − x(t)| : |s− t| ≤ δ, s, t ∈ [0, 1]}

と定義する．このとき，A ⊂ C が同程度連続であることは，

lim
δ↓0

sup
x∈A

wx(δ) = 0

と同値である．また，Aが同程度連続であるとき，ある t ∈ [0, 1]に対して supx∈A |x(t)| <∞
であれば，Aは一様有界である．従って，Arzelà-Ascoliの定理より，

A ⊂ C が相対コンパクト ⇔ sup
x∈A

|x(0)| <∞ & lim
δ↓0

sup
x∈A

wx(δ) = 0

である．

Theorem 35.3. {µn} ⊂ P(C)が一様にタイトであるための必要十分条件は，次の (i)と
(ii)が成り立つことである．

(i)

lim
α↑∞

inf
n
µn({x ∈ C : |x(0)| ≤ α) = 1.

(ii) 任意の ε > 0に対して，

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

µn({x ∈ C : wx(δ) > ε}) = 0.

Remark 35.2. C ∋ x 7→ x(0)とC ∋ x 7→ wx(δ)は連続であるから，ともに B(C)可測で
ある．

Proof. 必要性．{µn}が一様にタイトなら，任意の η > 0に対して，コンパクト集合Kが
存在して，µn(K) ≥ 1− η (∀n ∈ N)となる．Arzelà-Ascoliの定理より，十分大きな α > 0

に対して，K ⊂ {x : |x(0)| ≤ α}であり，また，任意の ε > 0に対して，δ > 0を十分小さ
く選べば，K ⊂ {x : wx(δ) ≤ ε}となる．従って，

inf
n
µn({x : |x(0)| ≤ α}) ≥ inf

n
µn(K) ≥ 1 − η,

lim inf
n

µn({x : wx(δ) ≤ ε}) ≥ lim inf
n

µn(K) ≥ 1 − η.
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十分性．まず，任意に固定した ε > 0に対して，

lim
δ↓0

sup
n
µn({x : wx(δ) > ε})︸ ︷︷ ︸

=ψn(δ)

= 0

を示す．η > 0を givenとすると，(ii)より，∃δ(η) ∈ (0, 1], ∃n0(η) ∈ N s.t. n ≥ n0(η) ⇒
ψn(δ(η)) ≤ η. 一方，nを固定すると，ψn(δ) → 0 (δ ↓ 0)となるから，∃δ1(η) ∈ (0, 1]

s.t. δ ≤ δ1(η) ⇒ ψn(η) ≤ η (∀n ≤ n1(η)). 従って，δ2(η) = δ(η) ∨ δ1(η)とおけば，
δ ≤ δ2(η) ⇒ ψn(δ) ≤ η (∀n ∈ N). これは，limδ↓0 supn ψn(δ) = 0を意味する．
次に，η > 0を givenとすると，各 k ∈ Nに対して，∃δk = δk(η) ∈ (0, 1] s.t.

inf
n
µn({x : wx(δk) ≤ 1/k}) ≥ 1 − η/2k+1.

また，(i)より，α > 0を十分大きく選べば，

inf
n
µn({x : |x(0)| ≤ α}) ≥ 1 − η/2

となる．そこで，

K = Kη =

(∩
k

{x : wx(δk) ≤ 1/k}

)
∩ {x : |x(0)| ≤ α}

とおけば，µn(K) ≥ 1 − η (∀n ∈ N)となる．いま，Arzelà-Ascoliの定理よりKは相対コ
ンパクトであり，x 7→ x(0), x 7→ wx(δ)が連続なことより，Kは閉集合であるから，Kは
コンパクトである．ゆえに，{µn}は一様にタイトである．

Theorem 35.3の (i)は，µn ◦ π−1
0 が一様にタイトであればみたされるので，µn ◦ π

−1
0 が

弱収束していればみたされる．従って，次の系を得る．

Corollary 35.1. µn ∈ P(C)が弱収束するための必要十分条件は，µnの各 f.d.d.が弱収
束して，かつ Theorem 35.3の (ii)が成り立つことである．

この系を分布収束に言い換えて次の系を得る．

Corollary 35.2. C-valued r.v.’s Xn, n ∈ Nが分布収束するための必要十分条件は，Xn

の各 f.d.d.が弱収束して，かつ

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

P (w(Xn, δ) > ε) = 0, ∀ε > 0 (∗)

が成り立つことである．

(∗)が成り立つとき，Xnは漸近的な同程度連続性 (asymptotic equicontinuity)をみた
すと言う．
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Donskerの不変原理

Theorem 35.3にもとづいて，Donskerの不変原理を証明しよう．{Bt : t ∈ [0, 1]}を
[0, 1] 上の標準 BM とする．{ξm} を i.i.d. r.v.’s とし，E[ξm] = 0, E[ξ2m] = 1 とする．
S0 = 0, Sk =

∑k
m=1 ξm, k ∈ Nとおき，

Xn(t) =
1√
n
S⌊nt⌋ + (nt− ⌊nt⌋)

ξ⌊nt⌋+1√
n

, t ∈ [0, 1]

と定義する．Xn(t)は Sk/
√
n, k = 0, . . . , nを線形につなげたものである．Xnのパス t 7→

Xn(t)は連続であるから，Xnは C-valued r.v.である．

Theorem 35.4 (Donskerの不変原理). Xn
d→ {Bt : t ∈ [0, 1]} in C.

Proof. Step 1. まず，任意の t1, . . . , tk ∈ [0, 1]に対して，

(Xn(t1), . . . , Xn(tk))
d→ (Bt1 , . . . , Btk), n→ ∞

を示す．各 t ∈ [0, 1]に対して，

(nt− ⌊nt⌋)
ξ⌊nt⌋+1√

n

P→ 0, n→ ∞

であるから，Xnの各 f.d.d.が多変量正規分布に弱収束することは，多変量CLTから従う．
従って，各 0 ≤ s < t ≤ 1に対して，

(n−1/2S⌊ns⌋, n
−1/2(S⌊nt⌋ − S⌊ns⌋))

d→ N

(
0,

(
s 0

0 t− s

))

を示せばよいが，これは難しくない．
Step 2. 次に，E[ξ41 ] <∞のとき，Xnが漸近的な同程度連続性

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

P{w(Xn, δ) > ε} = 0, ∀ε > 0

をみたすことを示す．δ ∈ (0, 1) を given とすると，0 = t0 < t1 < · · · < tv = 1 を
min1<i<v(ti − ti−1) ≥ δ をみたすように選べば，

wx(δ) ≤ 3 max
1≤i≤v

sup
ti−1≤s≤ti

|x(s) − x(ti−1)|

であるから，

P{w(Xn, δ) > 3ε} ≤
v∑
i=1

P

{
sup

ti−1≤s≤ti
|Xn(s) −Xn(ti−1)| > ε

}
.
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そこで，m0,m1, . . . ,mv を

0 = m0 < m1 < · · · < mv = n, (mi −mi−1)/n ≥ δ, 1 < i < v (∗)

をみたす整数とし，ti = mi/nとおけば，Xn(t)は Sk/
√
n, k = 0, . . . , nを線形につなげた

ものだったから，各 1 ≤ i ≤ vに対して，

sup
ti−1≤s≤ti

|Xn(s) −Xn(ti−1)| ≤ max
mi−1≤k≤mi

|Sk − Smi−1 |/
√
n

となる．ここで，{ξm}は i.i.d.より，

(Smi−1+1 − Smi−1 , . . . , Smi − Smi−1)
d
= (S1, . . . , Smi−mi−1)

であるから，

P{w(Xn, δ) > 3ε} ≤
v∑
i=1

P

(
max

0≤k≤mi−mi−1

|Sk| > ε
√
n

)
を得る．いま，n ≥ 2/δとして，

mi = im, 0 ≤ i < v, mv = n, m = ⌈nδ⌉, v = ⌈n/m⌉

と選べば，m0,m1, . . . ,mv は (∗)をみたし，また，mv −mv−1 ≤ mである．

m ≥ nδ ⇒ v ≤ ⌈1/δ⌉ ≤ 1/δ + 1 ≤ 2/δ,

m ≤ nδ + 1 ⇒ n ≥ (m− 1)/δ ≥ m/(2δ)

なる評価より，

P{w(Xn, δ) > 3ε} ≤ vP

(
max

1≤k≤m
|Sk| > ε

√
n

)
≤ 2

δ
P

{
max

1≤k≤m
|Sk| > ε

√
m/(2δ)

}
を得る．n→ ∞のとき，m→ ∞であるから，

lim sup
n

P{w(Xn, δ) > 3ε} ≤ 2

δ
lim sup

n
P

{
max
1≤k≤n

|Sk| > ε
√
n/(2δ)

}
.

右辺の評価に，次の Etemediの不等式を用いる．

Lemma 35.2 (Etemedi). 任意の α > 0に対して，

P

(
max
1≤k≤n

|Sk| > α

)
≤ 3 max

1≤k≤n
P (|Sk| > α/3) .
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Etemediの不等式の証明は定理の証明のあとに与える．Etemediの不等式より，

P

{
max
1≤k≤n

|Sk| > ε
√
n/(2δ)

}
≤ 3 max

1≤k≤n
P
{
|Sk| > (ε

√
n/(2δ))/3

}
.

いま，E[ξ41 ] <∞と仮定していたから，ある定数M が存在して，E[S4
k ] ≤Mk2 (∀k ∈ N)

となる．よって，Markovの不等式より，

(右辺) ≤ 972Mε−4δ2 = O(δ2), δ ↓ 0

を得る．以上より，求める結論を得る．
Step 3. Step 2までの結果より，E[ξ41 ] < ∞のとき，Xn

d→ {Bt : t ∈ [0, 1]} in C が示
された．E[ξ41 ] <∞なる条件を取り除く．正整数 kに対して，ξk,i = ξiI(|ξi| ≤ k)とおき，
ξiの代わりに ξ̄k,i = (ξk,i−E[ξk,i])/

√
Var(ξk,i)を代入したXnをXk,nとおく．Var(ξk,i) =

Var(ξk,1) → Var(ξ1) = 1 (k → ∞)であるから，十分大きな kに対して，
√

Var(ξk,1) ≥ 1/2

となる．よって，|ξ̄k,i| ≤ 4kであるから，n → ∞のとき，Xk,n
d→ {Bt : t ∈ [0, 1]} in C.

あとは，任意の ε > 0に対して，

lim
k→∞

lim sup
n→∞

P{d(Xk,n, Xn) > ε} = 0

を示せばよい．Sk,n =
∑n

i=1 ξ̄k,iとおくと，

d(Xk,n, Xn) = sup
t∈[0,1]

|Xn,k(t) −Xn(t)| = max
m≤n

|Sk,m − Sm|/
√
n

であり，Etemediの不等式より，

P

(
max

1≤m≤n
|Sk,m − Sm| > ε

√
n

)
≤ 3 max

1≤m≤n
P (|Sk,m − Sm| > ε

√
n/3).

ここで，Markovの不等式より，

(右辺) ≤ 27ε−2E[(ξ̄k,1 − ξ1)
2] → 0, k → ∞

であるから，求める主張を得る．

Etemediの不等式の証明を与える．
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Proof of Lemma 35.2. Ak = {|Sk| > 3α, |Sj | ≤ 3α, ∀j < k}とおくと，

P

(
max
1≤k≤n

|Sk| > 3α

)
=

n∑
k=1

P (Ak) ≤ P (|Sn| > α) +

n∑
k=1

P (Ak ∩ {|Sn| ≤ α})

= P (|Sn| > α) +

n∑
k=1

P (Ak ∩ {|Sn − Sk| > 2α})

= P (|Sn| > α) +

n∑
k=1

P (Ak)P (|Sn − Sk| > 2α)

= P (|Sn| > α) + max
1≤k≤n

P (|Sn − Sk| > 2α)

≤ P (|Sn| > α) + max
1≤k≤n

{P (|Sn| > α) + P (|Sk| > α)}

≤ 3 max
1≤k≤n

P (|Sk| > α).

Theorem 35.4の証明において，標準 BMのアプリオリな存在は必要でないことがわか
る．従って，この証明は同時に [0, 1]上の標準BMが存在することの証明にもなっている．

演習問題

Exercise 35.1. (S, d)を可分な距離空間とする．f : S → Rに対して，

∥f∥BL = sup
x∈S

|f(x)| + sup
x̸=y

|f(x) − f(y)|
d(x, y)

と定義する．また，µ, ν ∈ P(S)に対して，

β(µ, ν) = sup
∥f∥BL≤1

∣∣∣∣∫ fdµ−
∫
fdν

∣∣∣∣
と定義する．βは bounded Lipschitz距離または，Fortet-Mourier距離と呼ばれる．

(i) βが P(S)上の距離をなすことを示せ．

(ii) µ, µn ∈ P(S)に対して，β(µn, µ) → 0 ⇒ µn
w→ µを示せ．

(iii) 逆に，µn
w→ µ⇒ β(µn, µ) → 0を示せ．

コメント：(iii)はArzelà-Ascoliの定理の応用問題である．
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36 D空間とSkorohod位相

本節と次節はコンパクトな区間上の càdlàgな関数からなる空間 (D 空間)の上の弱収
束を考察する．その主たる応用として，正規化された経験分布関数が Brown橋に弱収束
すること (Donskerの定理)を証明する．D空間は一様距離に関して可分にならないので，
Skorohod位相と呼ばれる特殊な位相を考える．

D空間

D = {x ∈ R[0,1] : xは右連続かつ左極限が存在する }

と定義する．

x ∈ D ⇔

∀t ∈ [0, 1), x(t+) := lims↓t x(s) = x(t)

∀t ∈ (0, 1], x(t−) := lims↑t x(s)が存在する

である．x ∈ D,T0 ⊂ [0, 1]に対して，

wx(T0) = sup{|x(s) − x(t)| : s, t ∈ T0}

と定義する．xの連続度は，

wx(δ) = sup
0≤t≤1−δ

wx[t, t+ δ]

と書ける．

Lemma 36.1. x ∈ Dであるための必要十分条件は，任意の ε > 0に対して，

0 = t0 < t1 < · · · < tr = 1

なる t0, . . . , trが存在して，

wx[ti−1, ti) < ε, 1 ≤ ∀i ≤ r (∗)

が成り立つことである．

Proof. 必要性．

τ = sup{t ∈ [0, 1] : [0, t)は (∗)をみたす有限個の部分区間 [ti−1, ti)に分割できる }

とおくと， x(0) = x(0+)より，τ > 0である．さらに，x(τ−)が存在するから，[0, τ)自
身も (∗)をみたす有限個の部分区間に分割できる．仮に τ < 1なら，x(τ) = x(τ+)より，
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十分小さな δに対して，wx[τ, τ + δ) < εとなるから，[0, τ + δ)も (∗)をみたす有限個の
部分区間に分割できる．しかしこれは τ の定義に反するから，τ = 1である．
十分性．xがある t ∈ [0, 1]で右連続でないか左極限が存在しないなら，

ε :=



max{|x(0) − lim infs↓0 x(s)|, |x(0) − lim sups↓0 x(s)|} if t = 0

max
{
|x(t) − lim infs↓t x(s)|, |x(t) − lim sups↓t x(s)|,

lim sups↑t x(s) − lim infs↑t x(s)
}

if t ∈ (0, 1)

lim sups↑1 x(s) − lim infs↑1 x(s) if t = 1

とおくと，ε > 0であり，このときどのように t0, . . . , trを選んできても，

max
1≤i≤r

wx[ti−1, ti) ≥ ε

となる．

Remark 36.1. x ∈ Dとする．(∗)をみたす 0 = t0 < t1 < · · · < tr = 1を選ぶ．

• Card{t : |x(t) − x(t−)| ≥ ε} ≤ r <∞より，xの不連続点は高々可算個である．

• supt∈[0,1] |x(t)| ≤ max{|x(t0)|, . . . , |x(tr)|} + ε <∞であるから，xは有界である．

• xε =
∑r

i=1 x(ti−1)1[ti−1,ti) + x(1)1{1}とすると，supt |x(t) − xε(t)| < εであるから，
xは単関数により一様に近似できる．特に，xは可測関数である．

いま，δ ∈ (0, 1)に対して，

w′
x(δ) = w′(x, δ) = inf

{ti}
max
1≤i≤r

wx[ti−1, ti)

と定義する．ただし，inf{ti}は0 = t0 < t1 < · · · < tr = 1,

ti − ti−1 > δ, 1 ≤ i ≤ r

をみたす {ti}に関して下限をとることを意味する．このとき，

x ∈ D ⇔ lim
δ↓0

w′
x(δ) = 0.

次に，w′
x(δ)とwx(δ)との関係を調べる．δ ∈ (0, 1/2)に対して，[0, 1)は δ < ti−ti−1 ≤ 2δ

なる区間 [ti−1, ti)に分割できる．このとき，

wx[ti−1, ti) ≤ sup
0≤t≤1−2δ

wx[t, t+ 2δ] = wx(2δ)
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であるから，w′
x(δ) ≤ wx(2δ)である．

x ∈ C のときは．逆の不等式も成り立つ．{ti}を

max
i
wx[ti−1, ti) < w′

x(δ) + ε

をみたすように選ぶ．s ≤ t, t− s < δとすると，(i) s, t ∈ [ti−1, ti) or (ii) s ∈ [ti−1, ti), t ∈
[ti, ti+1) (i = rのときは，t = 1)の 2通りの可能性がある．(i)のとき，

|x(s) − x(t)| ≤ |x(s) − x(ti−1)| + |x(ti−1) − x(t)|
≤ 2wx[ti−1, ti) < 2w′

x(δ) + 2ε.

一方，(ii)のとき，

|x(s) − x(t)| ≤ |x(s) − x(ti)| + |x(ti) − x(t)|
≤ wx[ti−1, ti] + wx[ti, ti+1)

= wx[ti−1, ti) + wx[ti, ti+1) (∵ x ∈ C ⇒ wx[ti−1, ti] = wx[ti−1, ti))

< 2w′
x(δ) + 2ε.

従って，x ∈ C ⇒ wx(δ) ≤ 2w′
x(δ).

Skorohod位相

Dの距離を考察しよう．各 x ∈ Dは有界であるから，Dには一様距離

dsup(x, y) = sup
t∈[0,1]

|x(t) − y(t)|

を入れることができる．(D, dsup)は完備である (演習問題)．
しかし，dsupはDにおいて “よい”距離とは言えない．まず，(D, dsup)は完備であるが，

可分ではない．例えば，0 < θ < 1に対して，

xθ(t) =

0 if 0 ≤ t < θ

1 if θ ≤ t ≤ 1

とおくと，dsup(xθ, xθ′) = 1, θ ̸= θ′であるから，(D, dsup)は可分でない．さらに，U を一
様距離に関するDのBorel σ-fieldとすると，経験分布関数がΩからDへの写像として一
般に F/U 可測とならない．

Example 36.1. ξ1, . . . , ξn ∼ U [0, 1] =: λ i.i.d.として，経験分布関数を

Fn(t, ω) =
1

n

n∑
i=1

1[0,t](ξi(ω)), t ∈ [0, 1], ω ∈ Ω
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と定義する．確率空間を (Ω,F , P ) = ([0, 1]n,B([0, 1]n), λn)とし，ξi を座標写像 ξi(ω) =

ωi, ω = (ω1, . . . , ωn)にとる．このとき，ω 7→ Fn(·, ω), Ω → Dは F/U 可測でない．簡単
のために，n = 1とし，X(t, ω) = 1[0,t](ξ1(ω)) = 1[ω,1](t)とおく.

Hθ =
{
x ∈ D : dsup(x, 1[θ,1]) < 1/2

}
とおくと，あらゆる A ⊂ [0, 1] に対して，

∪
θ∈AHθ は dsup の開集合である．しかし，

X(·, ω) ∈ Hθ ⇔ ω = θであるから，Aを [0, 1]の Lebesgue非可測集合とすると，{
ω : X(·, ω) ∈

∪
θ∈A

Hθ

}
= A /∈ F

となる．さらに，F を P に関して完備化しても，すなわち，F を [0, 1]上の Lebesgue可
測集合の全体としても，左辺は F に属さない．
確率空間をもっと広くとったとしても，仮に ω 7→ X(·, ω)がF/U 可測になるなら，µ =

P ◦ ξ−1
1 は 2[0,1]上に定義された測度であって，µ((a, b]) = b− aなる性質をみたす必要が

あるが，連続体仮説を仮定すると，そのような測度は存在しないことが知られている (詳
しくは，(Dudley, 2002, Appendix C)を参照せよ)．

以上の考察から，D上には，一様距離とは異なる，都合のよい距離を考える必要がある．

Λ = {λ : [0, 1] → [0, 1] : λは狭義増加，連続かつ全射 }

とおく．λ ∈ Λなら，λ(0) = 0, λ(1) = 1である．x, y ∈ Dに対して，

d(x, y) = inf{ε > 0 : ∃λ ∈ Λ s.t. sup
t

|λ(t) − t| ≤ ε & sup
t

|x(t) − y ◦ λ(t)| ≤ ε}

と定義する．λ(t) = tとすれば，

d(x, y) ≤ dsup(x, y)

であり，特に d(x, y)は有限である．次に，dが距離であることをチェックする．

Lemma 36.2. dはD上の距離である．

Proof. d ≥ 0はよい．d(x, y) = 0ならば，∃λn ∈ Λ s.t. supt |λn(t)− t| → 0 & supt |x(t)−
y ◦λn(t)| → 0. yの不連続点は高々可算個しかないことと，x, yの右連続性より，x = yを
得る．次に，λ ∈ Λ ⇒ λ−1 ∈ Λであることと，supt |λ−1(t) − t| = supt |λ(t) − t|, supt |x ◦
λ−1(t) − y(t)| = supt |x(t) − y ◦ λ(t)|より，d(x, y) = d(y, x)を得る．最後に，λ1, λ2 ∈
Λ ⇒ λ2 ◦ λ1 ∈ Λであることと，

sup
t

|λ2 ◦ λ1(t) − t| ≤ sup
t

|λ2 ◦ λ1(t) − λ1(t)|︸ ︷︷ ︸
=supt |λ2(t)−t|

+ sup
t

|λ1(t) − t|,

sup
t

|x(t) − z ◦ λ2 ◦ λ1(t)| ≤ sup
t

|x(t) − y ◦ λ1(t)| + sup
t

|y ◦ λ1(t) − z ◦ λ2 ◦ λ1(t)|︸ ︷︷ ︸
=supt |y(t)−z◦λ2(t)|

より，d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)を得る．以上より，dは距離である．
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この dを Skorohod距離と呼び，dの定める位相を Skorohod位相と呼ぶ．

d(xn, x) → 0 ⇔ ∃λn ∈ Λ s.t. λn(t) → t, xn ◦ λn(t) → x(t) unif. in t

である．特に，xn ∈ C なら，xn ◦ λn ∈ Cであるから，C は Skorohod位相に関して閉じ
ている．以下，dの性質を考察していく．

(a) dsup(xn, x) → 0 ⇒ d(xn, x) → 0であるが，逆は正しくない．xn = 1[0,1/2+1/n) とし
て，λnを [0, 1/2]上で 0から 1/2 + 1/nまで線形に増加し，[1/2, 1]上で 1/2 + 1/nから 1

まで線形に増加する関数とすると，

xn ◦ λn = 1[0,1/2), |λn(t) − t| ≤ 1/n

であるから，d(xn, 1[0,1/2)) → 0であるが，xn(1/2) → 1 ̸= 0 = 1[0,1/2)(1/2).

(b) d(xn, x) → 0なら，xのすべての連続点 tに対して，xn(t) → x(t). また，d(xn, x) →
0, x ∈ C なら，dsup(xn, x) → 0. 特に，Skorohod位相から決まる C の相対位相は一様距
離に関する位相に一致する．

Proof. d(xn, x) → 0より，∃λn ∈ Λ s.t. λn(t) → t, xn ◦ λn(t) → x unif. in t ∈ [0, 1]であ
る．よって，tが xの連続点なら，

|xn(t) − x(t)| ≤ |xn(t) − x ◦ λ−1
n (t)| + |x ◦ λ−1

n (t) − x(t)| → 0.

x ∈ Cなら，右辺の収束は t ∈ [0, 1]に関して一様であるから，dsup(xn, x) → 0となる．

(c) (D, d)は可分である．

Proof. まず，次の補題を証明する．

Lemma 36.3. 0 = s0 < s1 < · · · < sk = 1なる σ = {su}に対して，Aσ : D → Dを

Aσ : x 7→
k∑

u=1

x(su−1)1[su−1,su) + x(1)1{1}

と定める．このとき，maxu(su − su−1) ≤ δ ⇒ d(Aσ(x), x) ≤ δ ∨ w′
x(δ).

Proof of Lemma 36.3. t ∈ [0, 1]に対して，ζ(t) = su−1 for t ∈ [su−1, su), ζ(1) = 1と定義
すると，Aσ(x)(t) = ζ(t). x ∈ Dのとき，∃{ti} s.t. mini(ti−ti−1) > δ, maxiwx[ti−1, ti) <

w′
x(δ)+ε. λ(ti) = sv for ti ∈ (sv−1, sv], λ(t0) = s0 = 0と選べば，ti−ti−1 > δ ≥ sv−sv−1

より，ti, ti+1は同じ区間 (sv−1, sv]に入ることはないので，λ(ti)は iに関して狭義単調増加
である．λ(ti)を線形につなげた [0, 1]から [0, 1]への関数を λとすると，supt |λ(t)− t| ≤ δ.

あとは，|Aσ(x)(t)− x ◦ λ−1(t)| = |x ◦ ζ(t)− x ◦ λ−1(t)| ≤ w′
x(δ) + εを示せばよい．t = 0

or 1なら明らかなので，0 < t < 1とする．このとき，ζ(t)と λ−1(t)が同じ区間 [ti−1, ti)

に入ることを示せばよいが，これをチェックするのは容易である．
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(D, d)の可分性の証明に戻ると，この補題より，{
k∑
i=1

qi1[(i−1)/k,i/k) + qk+11{1} : q1, . . . , qk+1 ∈ Q, k ∈ N

}
は (D, d)で稠密である．

(d) B(D)をDのSkorohod位相に関するBorel σ-fieldとする．また，各 t1, . . . , tk ∈ [0, 1]

に対して，射影を
πt1,...,tk : x 7→ (x(t1), . . . , x(tk)), D → Rk

と定義する．Dを各 πt1,...,tk が可測になるD上の最小の σ-fieldとする：

D = σ({π−1
t1,...,tk

(A) : A ∈ Bk, t1, . . . , tk ∈ [0, 1], k ∈ N}).

このとき，B(D) = Dである．

Proof. D = σ(πt, t ∈ [0, 1])である．まず，D ⊂ B(D)を示す．各 πtがD可測であること
を示せばよい．d(xn, x) → 0のとき，

|xn(t) − x(t)| ≤ |xn(t) − x ◦ λ−1
n (t)| + |x ◦ λ−1

n (t) − t|

より，tが xの連続点であれば，xn(t) → x(t). xの不連続点は高々可算個しかないから，
xn(t) → x(t) a.e. t ∈ [0, 1]. また，十分大きな nに対して，supt |xn(t)| ≤ supt |x(t)| + 1

であるから，{xn}は一様有界である．従って，各 t ∈ [0, 1)と ε ∈ (0, 1 − t]に対して，

1

ε

∫ t+ε

t
xn(s)ds→ 1

ε

∫ t+ε

t
x(s)ds, n→ ∞

であるから，x 7→ ε−1
∫ t+ε
t x(s)dsは連続であり，特に B(D)可測である．各 x ∈ Dは右

連続であるから，ε = εm ↓ 0として，πt(x) = x(t) = limm ε
−1
m

∫ t+εm
t x(s)dsを得る. ゆえ

に，πtは B(D)可測である．また，π1は連続であるから，B(D)可測である．
次に，B(D) ⊂ Dを示す．m ∈ Nに対して，0 = s0 < s1 < · · · < sk = 1をmaxu(su −

su−1) < m−1となるように選び，σ = {su}とする．このとき，

Em : (α0, α1, . . . , αk) 7→
k∑

u=1

αu−11[su−1,su) + αk1{1}, Rk+1 → D

は連続であるから，Bk+1/B(D)可測である．また，

πs0,...,sk : x 7→ (x(s0), . . . , x(sk)), D → Rk+1

はD/Bk+1可測であるから，

Em ◦ πs0,...,sk : x→
k∑

u=1

x(su−1)1[su−1,su) + x(sk)1{1} = Aσ(x), D → D
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はD/B(D)可測である．m→ ∞のとき，各 x ∈ Dに対して，d(Aσ(x), x) → 0となるか
ら，恒等写像 x 7→ xはD/B(D)可測である．これは，B(D) ⊂ Dを意味する．

Remark 36.2. (B(D)に関する注意).

• X : Ω → DがD-valued r.v. (すなわち，F/B(D)可測)であるための必要十分条件
は，各X(t)が r.v.になることである．

• (D,B(D))上の各 p.m.はその f.d.d.たちによって一意に決まる．

• x ∈ Dに対して，wx(δ) = sup{|x(s) − x(t)| : |s− t| ≤ δ, s, t ∈ Q ∩ [0, 1]}と表せる
ので 22，x 7→ wx(δ)は B(D)可測である．

• Example 36.1の議論より，D ⊊ U であるから，B(D)は U より真に小さい．

(e)しかし，(D, d)は (距離空間として)完備でない．xn = 1[0,2−n)とすると，d(xn, xn+1) ≤
2−nより，xnは Cauchy列である．一方，t ̸= 0に対して，xn(t) → 0であるから，xnが
仮に収束するとしたら，収束先は x ≡ 0だが，d(xn, x) = 1である．

Skorohod位相の位相的完備性

(D, d)は完備ではないが，dと同値な距離 d0であって，d0の下でDが完備となるよう
なものが存在する．そのような距離 d0を構成する．なお，弱収束は距離に位相を通して
しか依存しないので，例えば，Prohorovの定理の (ii)は (D,B(D))上の p.m.’sに対して
も成り立つ．
λ ∈ Λに対して，

∥λ∥ = sup
s ̸=t,s,t∈[0,1]

∣∣∣∣log
λ(t) − λ(s)

t− s

∣∣∣∣
と定義する．このとき，

d0(x, y) = inf{ε > 0 : ∃λ ∈ Λ s.t. ∥λ∥ ≤ ε & sup
t

|x(t) − y ◦ λ(t)| ≤ ε}

と定義する．いま，|u− 1| ≤ e| log u| − 1 (u > 0)より，

sup
t

|λ(t) − t| = sup
t
t

∣∣∣∣λ(t) − λ(0)

t− 0
− 1

∣∣∣∣ ≤ e∥λ∥ − 1.

ここで，u ≤ eu − 1より，
d(x, y) ≤ ed0(x,y) − 1 (∗)

22{(s, t) ∈ [0, 1]2 : |s− t| ≤ δ}の図を描いてみよ．
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を得る．特に，d0(x, y) = 0なら，d(x, y) = 0であるから，x = yである. また，

∥λ−1∥ = sup
s̸=t

∣∣∣∣log
t− s

λ(t) − λ(s)

∣∣∣∣ = sup
s ̸=t

∣∣∣∣− log
λ(t) − λ(s)

t− s

∣∣∣∣ = ∥λ∥,

∥λ2 ◦ λ1∥ ≤ sup
s ̸=t

∣∣∣∣log
λ2 ◦ λ1(t) − λ2 ◦ λ1(s)

λ1(t) − λ1(s)

∣∣∣∣+ sup
s̸=t

∣∣∣∣log
λ1(t) − λ1(s)

t− s

∣∣∣∣ = ∥λ2∥ + ∥λ1∥

より，d0 は対称性と三角不等式もみたすので，d0 が D上の距離であることが示された．
次に d0と dが同値であることを示す．

d(xn, x) → 0 ⇔ d0(xn, x) → 0

を示せばよいが，(∗)より，d0(xn, x) → 0 ⇒ d(xn, x) → 0は直ちに従う．

Lemma 36.4. d(x, y) < δ2, 0 < δ < 1/4 ⇒ d0(x, y) ≤ 4δ + w′
x(δ).

Proof. {ti}をmini(ti − ti−1) > δ, maxiwx[ti−1, ti) < w′
x(δ) + δをみたすように選ぶ．次

に，d(x, y) < δ2 より，∃λ ∈ Λ s.t. supt |λ(t) − t| < δ2, supt |x(t) − y ◦ λ(t)| < δ2. こ
のとき，λ̃ ∈ Λを，λ̃(ti) = λ(ti)をみたし，あとは線形につないだものとする．ここで，
λ−1 ◦ λ̃(ti) = tiより，tと λ−1 ◦ λ̃(t)は同じ区間 [ti−1, ti)に入る．従って，

|x(t) − y ◦ λ̃(t)| ≤ |x(t) − x ◦ λ−1 ◦ λ̃(t)|︸ ︷︷ ︸
≤wx[ti−1,ti)

+|x ◦ λ−1 ◦ λ̃(t) − y ◦ λ̃(t)|

< w′
x(δ) + δ + δ2 < 4δ + w′

x(δ).

あとは，∥λ∥ < 4δを示せば十分である．まず，λ̃(ti) = λ(ti)であるから，

|λ̃(ti) − λ̃(ti−1) − (ti − ti−1)| < 2δ2 < 2δ(ti − ti−1) (∵ ti − ti−1 > δ).

λ̃は区分的に線形なので，任意の s, t ∈ [0, 1]に対して，

|λ(t) − λ(t) − (t− s)| ≤ 2δ|t− s|

となる．ゆえに，s ̸= tならば，∣∣∣∣λ(t) − λ(s)

t− s
− 1

∣∣∣∣ ≤ 2δ < 1/2

であるから，∥λ∥ ≤ max{− log(1 − 2δ), log(1 + 2δ)} ≤ 2δ + 4δ2 < 4δ.

従って，次の結論を得る．

Theorem 36.1. d0と dは同値な距離である．

最後に，(D, d0)が完備であることを示す．
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Theorem 36.2. (D, d0)は完備である．

Proof. {xn}を d0に関するCauchy列とすると，∃nj ∈ N s.t. d0(xnj , xnj+1) < 2−j . d0の
定義より，各 j に対して，∃λj ∈ Λ s.t. supt |xnj (t) − xnj+1 ◦ λj(t)| ≤ 2−j , ∥λj∥ ≤ 2−j .

(∗)より，|λj(t) − t| ≤ e∥λj∥ − 1 ≤ 2−j+1 であるから，

sup
t

|λn+m+1 ◦ · · · ◦ λn(t) − λn+m ◦ · · · ◦ λn(t)| = sup
t

|λn+m+1(t) − t| ≤ 2−(m+n).

従って，各 nに対して，{λm+n ◦ · · · ◦ λn}∞m=1はCのCauchy列であるから，Cの完備性
より，∃νn ∈ C s.t. λm+n ◦ · · · ◦ λn(t) → νn(t) unif. in t ∈ [0, 1]. νn(0) = 0, νn(1) = 1で
あり，νnは非減少である．また，

∥λm+n ◦ · · · ◦ λn∥ ≤ ∥λm+n∥ + · · · + ∥λn∥ ≤ 2−n+1.

ゆえに，νn ∈ Λ & ∥νn∥ ≤ 2−n+1となる.

いま，νn = νn+1 ◦ λnであるから，

sup
t

|xnj ◦ ν−1
j (t) − xnj+1 ◦ ν−1

j+1(t)| = sup
t

|xnj (t) − xnj+1 ◦ λj(t)| ≤ 2−j .

ゆえに，{xnj◦ν−1
j }はdsupに関するCauchy列であるから，(D, dsup)の完備性より，∃x ∈ D

s.t. supt |xnj ◦ ν−1
j (t)− x(t)| = supt |xnj (t)− x ◦ νj(t)| → 0. 一方，∥νj∥ → 0であるから，

d0(xnj , x) → 0を得る．{xn}は d0に関するCauchy列であったから，これは d0(xn, x) → 0

を意味する．

演習問題

Exercise 36.1. (D, dsup)が完備であることを示せ．

Exercise 36.2. X,Y をD-valued r.v.’sとし，T を 1を含む [0, 1]の稠密な部分集合とす
る．このとき，各 t1, . . . , tk ∈ T に対して，

(X(t1), . . . , X(tk))
d
= (Y (t1), . . . , Y (tk))

ならば，X d
= Y となることを示せ．
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37 D空間における弱収束

(D,B(D))上の p.m.’sの全体を P(D)と書く．µ ∈ P(D)に対して，

Tµ = {t ∈ [0, 1] : D ∋ x 7→ πt(x)は µ-a.e.に連続 }

とおく．π0と π1は常に連続なので，{0, 1} ⊂ Tµである．一方，0 < t < 1に対して，πt
が xで連続であるための必要十分条件は，xが tで連続なことであるから，tをジャンプ点
にもつ x ∈ Dの全体を Jt = {x ∈ D : x(t) ̸= x(t−)}とおくと，

t ∈ Tµ ⇔ µ(Jt) = 0.

µ(Jt) > 0なる tが高々可算個しかないことを示す．まず，任意に固定した ε, δ > 0に対して，
Jt(ε) = {x ∈ D : |x(t)−x(t−)| > ε}とおくと，µ(Jt(ε)) ≥ δなる tは有限個しかない．実
際，仮にそのような tが無限個 {tn}あるならば，µ(Jtn(ε) i.o.) = limn µ(

∪∞
m=n Jtm(ε)) ≥

lim supn µ(Jtn(ε)) ≥ δとなるから，ある x ∈ Dは εより大きいジャンプを無限個もつこ
とになるが，これは起こりえない．ε ↓ 0とすると，µ(Jt(ε)) ↑ µ(Jt)となるから，

{t : µ(Jt) > 0} =
∪

δ>0,δ∈Q
{t : µ(Jt) > δ}

=
∪

δ>0,δ∈Q

∪
ε>0,ε∈Q

{t : µ(Jt(ε)) > δ}.

よって，{t : µ(Jt) > 0}は高々可算である．以上の議論をまとめて，次の補題を得る．

Lemma 37.1. µ ∈ P(D)に対して，Tµは 0と 1を含み，[0, 1] \ Tµは高々可算である．

次の定理は，Prohorovの定理の系から従う．

Theorem 37.1. µ, µn ∈ P(D)とする．µn
w→ µとなるための必要十分条件は，任意の

t1, . . . , tk ∈ Tµ, k ∈ Nに対して，µn ◦ π−1
t1,...,tk

w→ µ ◦ π−1
t1,...,tk

となることと，{µn}が一様に
タイトであることである．

Proof. 必要性．任意の t1, . . . , tk ∈ Tµに対して，µ({x : πt1,...,tk は xで不連続 }) = 0であ
るから，連続写像定理より，µn ◦ π−1

t1,...,tk

w→ µ ◦ π−1
t1,...,tk

.

十分性．µnm

w→ ν, m → ∞ならば，ν = µとなることを示せばよい．いま，任意の
t1, . . . , tk ∈ Tµ ∩ Tν に対して，µ ◦ π−1

t1,...,tk
= ν ◦ π−1

t1,...,tk
. Tµ ∩ Tν は 1を含む [0, 1]の稠密

な部分集合であるから，µ = νである．

Remark 37.1. µがCに集中している (µ(C) = 1)なら，Tµ = [0, 1]であるから，µn
w→ µ

となるための必要十分条件は，µnの各 f.d.d.が µのそれに弱収束し，かつ {µn}が一様に
タイトなことである．
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次に，Dにおいて一様なタイトネスを保証する条件を考える．まず，Arzelà-Ascoliの定
理に対応する結果を証明する．

Theorem 37.2. A ⊂ Dが Skorohod位相に関して相対コンパクトであるための必要十分
条件は，

sup
x∈A

sup
t∈[0,1]

|x(t)| <∞

と
lim
δ↓0

sup
x∈A

w′
x(δ) = 0

が成り立つことである．

Proof. (十分性). (D, d0)は完備であるから，Aが全有界であることを示せばよい．δ > 0

を givenとし，kを十分大きく選んで，1/k < δ, w′
x(1/k) < δ (∀x ∈ A)とする．M ∈ N

をM ≥ supx∈A supt |x(t)|となるように選び，

Nδ =

{
k∑
i=1

αi−11[(i−1)/k,i/k) + αk1{1} : α0, α1, . . . , αk ∈ {−M + j/k : j = 0, 1, . . . , 2kM}

}

とおく．ここで，任意の x ∈ Aに対して，d(x,Aσx) ≤ (1/k) ∨ w′
x(1/k) < δである．た

だし，σ = {i/k : i = 0, 1, . . . , k}. さらに，Nδ の構成より，∃y ∈ Nδ s.t. d(Aσx, y) ≤
dsup(Aσx, y) < δ. ゆえに，d(x, y) ≤ d(x,Aσx) + d(Aσx, y) < 2δ (つまりNδ は Aの dに
関する (2δ)ネットになっている)．
いま，任意の ε > 0に対して，δ = δε ∈ (0, ε)を十分小さく選んで，w′

x(δ) < ε (∀x ∈ A)

とする．このとき，∀x ∈ A,∃y ∈ Nδ2/2 s.t. d(x, y) < δ2. ゆえに，この y に対して，
d0(x, y) ≤ 4δ + w′

x(δ) < 5ε.

必要性の証明に，次のDiniの定理を用いる．(S, d)を距離空間とすると，f : S → Rが上半
連続であるとは，任意のx ∈ Sとxn → xなる任意の{xn}に対して，lim supn f(xn) ≤ f(x)

となることを言う．f が上半連続であるためには，任意の α ∈ Rに対して，{f < α}が開
集合であることが必要十分である．

Theorem 37.3 (Dini). fn : S → R, n ∈ Nを上半連続とし，f : S → Rを連続とする．
このとき，fn(x) ↓ f(x) (n→ ∞, ∀x ∈ S)なら，fnは f に広義一様収束する，i.e., 任意の
コンパクト集合K ⊂ Sに対して，supx∈K{fn(x) − f(x)} → 0.

Proof. fn − f は上半連続であるから，f ≡ 0としてよい．各 ε > 0に対して，Gn = {x ∈
S : fn(x) < ε}は開集合であり，fn ≥ fn+1 より，Gn ⊂ Gn+1．また，fn(x) → 0 (n →
∞, ∀x ∈ S)より，

S =
∞∪
N=1

∞∩
n=N

Gn︸ ︷︷ ︸
=GN

=
∞∪
N=1

GN .

308



ゆえに，K ⊂ Sをコンパクトとすると，∃N ∈ N s.t. K ⊂
∪N
n=1Gn = GN , i.e., fn(x) <

ε (∀x ∈ K, ∀n ≥ N). これは，supx∈K fn(x) → 0を意味する．

Lemma 37.2. δ > 0を givenとすると，x 7→ w′
x(δ), D → Rは上半連続である．

Remark 37.2. 特に，x 7→ w′
x(δ)は B(D)/B可測である．

Proof. ε > 0を givenとする．0 = t0 < t1 < · · · < tr = 1を，ti − ti−1 > δ, wx[ti−1, ti) <

wx(δ) + ε, 1 ≤ ∀i ≤ rをみたすように選ぶ．η > 0を十分小さく選んで，η < ε, δ + 2η <

mini(ti− ti−1)が成り立つとする．ここで，d(x, y) < ηに対して，∃λ ∈ Λ s.t. supt |y(t)−
x ◦ λ(t)| < η, supt |λ−1(t)− t| < η. si = λ−1(ti)とおくと，si − si−1 > ti − ti−1 − 2η > δ

であり，s, t ∈ [si−1, si)なら，λ(s), λ(t) ∈ [ti−1, ti)であるから，|y(s)− y(t)| < |x ◦λ(s)−
x ◦ λ(t)| + 2η < w′

x(δ) + 3ε. ゆえに，d(x, y) < η なら，w′
y(δ) < w′

x(δ) + 3ε. これは，
x 7→ w′

x(δ)が上半連続であることを意味する．

Proof of Theorem 37.2. (必要性). A がコンパクトなら，A は d に関して有界であり，
d(x, 0) = supt |x(t)|より，supx∈A supt |x(t)| < ∞. 次に，各 x ∈ Dに対して，w′

x(δ) ↓
0 (δ ↓ 0)であり，x 7→ w′

x(δ)は上半連続であるから，Diniの定理より，δ = δk ↓ 0とする
と，supx∈Aw

′
x(δ) → 0.

次の定理の証明は，C 空間の場合と同様である．

Theorem 37.4. {µn} ⊂ P(D)が一様にタイトであるための必要十分条件は，次の (i)と
(ii)が成り立つことである．

(i)

lim
α↑∞

inf
n
µn({x : sup

t
|x(t)| ≤ α}) = 1.

(ii) 任意の ε > 0に対して，

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

µn({x : w′
x(δ) > ε}) = 0.

次に極限分布が C に集中する場合を考える．

Theorem 37.5. µn, µ ∈ P(D)とする．µn
w→ µ, µ(C) = 1となるための必要十分条件

は，µnの各 f.d.d.が µのそれに弱収束し，かつ任意の ε > 0に対して，

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

µn({x : wx(δ) > ε}) = 0 (∗)

が成り立つことである．
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Proof. 必要性．(∗)のみ示せばよい．x ∈ Cなら，d(xn, x) → 0 ⇔ dsup(xn, x) → 0である
から，x 7→ wx(δ)は x ∈ Cで連続である．従って，連続写像定理とPortmanteau定理より，
lim supn µn(wx(δ) ≥ ε) ≤ µ(wx(δ) ≥ ε). µ(C) = 1より，δ ↓ 0として，µ(wx(δ) ≥ ε) → 0

を得る.

十分性．w′
x(δ) ≤ wx(2δ), supt |x(t)| ≤ |x(0)| + kwx(k−1)であるから，Theorem 37.4

の (i)と (ii)がみたされる．ゆえに，µn
w→ µ. あとは µ(C) = 1を示せばよい．x ∈ D

の最大ジャンプ・サイズを j(x) = sup0<t≤1 |x(t) − x(t−)| とおく (|x(t) − x(t−)| ≥ ε

なる tは有限個しかないので，supは maxに取り替えることができる)．d(x, y) < εな
ら，∃λ ∈ Λ s.t. supt |x(t) − y ◦ λ(t)| < ε. このとき，j(y) = j(y ◦ λ) であるから，
|j(x) − j(y)| = |j(x) − j(y ◦ λ)| < 2ε. ゆえに，j : D → Rは連続であるから，連続写像
定理より，µn ◦ j−1 w→ µ ◦ j−1. しかし，j(x) ≤ wx(δ)より，µ(j = 0) = 1，すなわち，
µ(C) = 1である．

Example 37.1 (Donskerの不変原理). {ξm}を i.i.d. r.v.’sとし，E[ξm] = 0, E[ξ2m] = 1

とする．いま，S0 = 0, Sn =
∑k

i=1 ξi, k ∈ Nとおき，

Xn(t) =
1√
n
S⌊nt⌋, t ∈ [0, 1]

と定義すると，Xn は D-valued r.v. である．{B(t) : t ∈ [0, 1]} を標準 BM とすると，
B : ω 7→ B(ω, ·)はDへの写像として F/B(D)可測である．このとき，

Xn
d→ B in D

を示す．Xnの各 f.d.d.がBのそれに弱収束することはよい．次に，

X ′
n(t) = Xn(t) + (nt− ⌊nt⌋)

ξ⌊nt⌋+1√
n

とおくと，C におけるDonkerの不変原理より，X ′
nは漸近的に同程度連続である．いま，

sup
t

|Xn(t) −X ′
n(t)| ≤ max

1≤i≤n
|ξi|/

√
n

であり，{ξm}が i.i.d.であることと，E[ξ21 ] <∞より，右辺→ 0 a.s. 以上より，

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

P (w(Xn, δ) > ε) = 0

を得る．

Donskerの定理

確率過程 {B◦(t) : t ∈ [0, 1]}がBrown橋 (Brownian bridge)であるとは，それが連続な
パスをもつGauss過程であって，E[B◦(t)] = 0, E[B◦(s)B◦(t)] = s ∧ t− st, ∀s, t ∈ [0, 1]
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をみたすことである．{B(t) : t ∈ [0, 1]}を標準 BMとすれば，X(t) = B(t) − tB(1)は
Brown橋の定義をみたすから，Brown橋は存在する．B◦ : ω 7→ B◦(·, ω)は C-valued r.v.

であり (Dへの写像とみなせば，D-valued r.v.でもある)，その f.d.d.’sは一意に決まるか
ら，B◦の分布 P ◦ (B◦)−1は (B(C)上でも B(D)上でも)一意に決まる．
ξ1, ξ2, · · · ∼ U [0, 1] i.i.d.とし，経験分布関数を

Fn(t, ω) =
1

n

n∑
i=1

1[0,t](ξi(ω)), t ∈ [0, 1]

と定義する．FnはD-valued r.v.である．

Xn(t) =
√
n(Fn(t) − t), t ∈ [0, 1]

とおく．

Theorem 37.6 (Donsker). Xn
d→ B◦ in D.

次の評価を用いる．

Lemma 37.3. 次をみたす絶対定数 c > 0が存在する：Sn ∼ Bin(n, p)に対して，

E[(Sn − E[Sn])4] ≤ c(np+ n2p2), E[S4
n] ≤ c(np+ n4p4).

Proof. η1, . . . , ηn ∼ Bin(1, p) i.i.d.とすると，Sn
d
=
∑n

i=1 ηi. よって，

E[(Sn −E[Sn])4] = nE[(η1 − p)4] + 3(n2 − n)(E[(η1 − p)2])2

= n{p(1 − p)4 + (1 − p)p4} + 3(n2 − n)p2(1 − p)2 ≤ 2np+ 3n2p2.

次に，S4
n ≤ 8{(Sn −E[Sn])4 + (E[Sn])4}より，

E[S4
n] ≤ 16np+ 24n2p2 + 8n4p4 ≤ 40np+ 32n4p4.

2番目の不等号は x ≤ max{
√
x, x2}, x ≥ 0による．

Proof of Theorem 37.6. 多変量 CLTより，各 t1, . . . , tk ∈ [0, 1]に対して，

(Xn(t1), . . . , Xn(tk))
d→ (B◦(t1), . . . , B

◦(tk)), n→ ∞.

B◦のパスは連続であるから，あとは，任意の ε > 0に対して，

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

P (w(Xn, δ) > ε) = 0

を示せばよい．
以下，c1, c2, . . . は適当な絶対定数とする．m = mnを n ≤ 2m < 2nとなるように選び，

Tm = {k/2m : k = 0, 1, . . . , 2m}とおく．また，t ∈ [0, 1]に対して，πm(t) = max{s ∈ Tm :
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s ≤ t}とおく．s, t ∈ Tm, s < tに対して，Xn(t)−Xn(s) = n−1/2
∑n

i=1{1(s,t](ξi)− (t−s)}
であり，

∑n
i=1 1(s,t](ξi) ∼ Bin(n, t−s)であるから，p = t−sとおくと，Lemma 37.3より，

E[(Xn(t) −Xn(s))4] ≤ cn−2(np+ n2p2) = c(p/n+ p2) ≤ 3cp2 = 3c(t− s)2

を得る．よって，Lemma 29.3より，任意の δ ∈ (0, 1]に対して，

E

[
max

s,t∈Tm,|t−s|≤δ
|Xn(t) −Xn(s)|

]
≤ c1δ

1/8.

次に，Yn(t) =
∑n

i=1 I[0,t](ξi) とおくと，t 7→ Yn(t)は非減少であるから，

sup
t∈[0,1]

{Yn(t) − Yn(πm(t))} ≤ max
1≤k≤2m

{Yn(k/2m) − Yn((k − 1)/2m)}︸ ︷︷ ︸
=:Mk

.

ここで，E[M4
k ] ≤ c{n2−m + (n2−m)4} ≤ cn2−m+1 (∵ n2−m ≤ 1)より，

E

[
max

1≤k≤2m
Mk

]
≤
(
E

[
max

1≤k≤2m
M4
k

])1/4

≤

(
2m∑
k=1

E[M4
k ]

)1/4

≤ c2n
1/4.

また，E[Yn(t) − Yn(πm(t))] = n(t− πm(t)) ≤ n2−m ≤ 1. 以上より，

E

[
sup
t∈[0,1]

|Xn(t) −Xn(πm(t))|

]
≤ c3n

−1/4.

いま，s, t ∈ [0, 1]に対して，

|Xn(t)−Xn(s)| ≤ |Xn(t)−Xn(πm(t))|+ |Xn(πm(t))−Xn(πm(s))|+ |Xn(πm(s))−Xn(s)|

であり，|t− s| ≤ δなら，|πm(t) − πm(s)| ≤ δ + 2−m+1 ≤ δ + 2n−1であるから，

E[w(Xn, δ)] ≤ c1(δ + 2n−1)1/8 + 2c3n
−1/4.

よって，lim supnE[w(Xn, δ)] ≤ c1δ
1/8 = o(1), δ ↓ 0.

Donskerの定理の精緻化として，次のKomlós-Major-Tusnádyの強近似定理が知られて
いる．

Theorem 37.7 (Komlós et al. (1975)). ある絶対定数 a, b, c > 0が存在して，各 n ∈ N
に対して，次の不等式をみたす Brown橋 {B◦

n(t) : t ∈ [0, 1]}が存在する：

P

{
sup
t∈[0,1]

√
n|Xn(t) −B◦

n(t)| > ax+ b log n

}
≤ ce−x, ∀x > 0.
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証明は，(かなり難しいが) Bretagnolle and Massart (1989)を参照せよ．Pollard (2002)

のChapter 10にも証明がある．強近似定理に関しては，Csörgo and Horváth (1993)が詳
しい．

Example 37.2 (適合度検定への応用). F を R上の d.f.とし，ξ1, ξ2, · · · ∼ F i.i.d.とす
る．n個のデータ ξ1, . . . , ξnが与えられたとき，共通分布 F が与えられた分布 F0に等し
いかどうか検定したいとする．すなわち，次の検定問題を考える：

H0 : F = F0 vs. H1 : F ̸= F0.

F0は連続だと仮定すると，F = F0 ⇔ F0(ξ1) ∼ U [0, 1]である．そこで，ui = F0(ξi), i =

1, . . . , nと変換して，u1, . . . , un の経験分布関数 Gn(t) = n−1
∑n

i=1 1[0,t](ui)が U [0, 1]の
d.f. G(t) = tから乖離していたら，H0を棄却する検定方法を考える．代表的な検定統計
量として，Kolmogorov-Smirnov統計量

KSn = sup
t∈[0,1]

√
n|Gn(t) − t|,

または，Cramér-von Mises統計量

CMn =

∫ 1

0
n{Gn(t) − t}2dt

などがある．Dから Rへの写像

x 7→ sup
t

|x(t)|, x 7→
∫ 1

0
{x(t)}2dt

はいずれも (Skorohod位相に関して)連続であるから (演習問題)，連続写像定理より，KSn
と CMnの帰無分布はそれぞれ

KSn
d→ sup

t
|B◦(t)|, CMn

d→
∫ 1

0
{B◦(t)}2dt

である．

演習問題

Exercise 37.1. Theorem 37.4を示せ．

Exercise 37.2. Dから Rへの写像

x 7→ sup
t

|x(t)|, x 7→
∫ 1

0
{x(t)}2dt

はいずれも Skorohod位相に関して連続であることを示せ．
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Part VIII. 解析集合

本パートでは解析集合と射影定理/可測選択定理を考察する．本パートの内容はやや専
門的ではあるが，統計学においてしばしば現れる問題に関連している．例えば，次のよう
な問題を考えてみる．

• 与えられた確率過程の supは可測になるか．

• 確率過程の極値点として定義される推定量を可測に選ぶことができるか．

こうした問題に対して一般的な十分条件を考察するために，解析集合なる集合が重要な役
割を果たす．

38 解析集合

解析集合の定義をしよう．位相空間 Sに対して，B(S)を Sの Borel σ-fieldとする．位
相空間 S, T に対して，写像 f : S → T が B(S)/B(T )可測なとき，f を Borel可測である
と言う．完備な距離によって距離化可能な可分位相空間のことを Poland空間と呼ぶので
あった．Poland空間の可算直積は直積位相に対して Poland空間になる 23．Poland空間
T に対して，空でない A ⊂ T が解析集合 (analytic set)であるとは，Poland空間 S と
Borel可測な写像 f : S → T が存在して，A = f(S)と表せることを言う．解析集合のこと
を Suslin集合とも言う．便宜的に，空集合も解析集合と定義しておこう．Poland空間の
Borel集合が解析的であることを示そう．

Theorem 38.1. Poland空間 S の任意の空でない Borel集合 Aに対して，NNから Aの
上への連続写像が存在する．ただし，NN = {(nk)

∞
k=1 : nk ∈ N, k = 1, 2, . . . }には直積位

相を入れる (Nには離散位相を入れる)．

まず次の補題を示そう．

Lemma 38.1. S を Poland空間とし，∅ ̸= A ⊂ S を閉集合か開集合とする．このとき，
Aは相対位相に対して Poland空間になる．

Remark 38.1. dを Sの完備な距離とすると，Sの開集合 A ̸= ∅に対して，(A, d)は完
備とは限らない．しかし，A上で dと同値な距離 d̂が存在して，(A, d̂)は完備になる．ま
た，Poland空間の任意の空でない部分集合が相対位相に対して Poland空間になるわけで
はない．例えば，Qは Rの相対位相に関して Poland空間にならない (演習問題)．

23完備かつ可分な距離空間 (S, d)に対して，SNの直積位相は距離 e((xn), (yn)) =
∑∞

n=1 2
−n{d(xn, yn)∧1}

によって距離化可能である．eの完備性は明らか．また，C ⊂ S を S の可算稠密集合とし，x0 ∈ S を任意に
固定した点とすると，{(x1, . . . , xk, x0, x0, . . . ) : x1, . . . , xk ∈ C, k = 1, 2, . . . }は SN において稠密である．
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Proof. Aが閉集合のときは補題の結論は明らかであるから，Aは開集合としよう．dを S

の完備な距離とし，B ⊂ Sに対して，d(x,B) := infy∈B d(x, y)と定義する．このとき，Ac

は閉集合であるから，x ∈ Ac ⇔ d(x,Ac) = 0である．そこで，x, y ∈ Aに対して，

d̂(x, y) := d(x, y) +

∣∣∣∣ 1

d(x,Ac)
− 1

d(y,Ac)

∣∣∣∣
と定義すれば，d̂はA上で dと同値な距離であり，(A, d̂)は完備になる．

Proof of Theorem 38.1. 証明を 2つのステップに分割する．
Step 1. NN から S の上への連続写像が存在することを示す．dを S の完備な距離と

する．∅ ̸= B ⊂ S に対して，diam(B) := {d(x, y) : x, y ∈ B}を B の直径と呼ぶ．こ
のとき，直径が 1 以下の空でない閉集合 An, n = 1, 2, . . . が存在して，S =

∪
nAn と

表せる．ここで，A(n) := An とし，各 A(n)に対して，直径 1/2以下の空でない閉集合
A(n, ℓ), ℓ = 1, 2, . . . を選び，A(n) =

∪
ℓA(n, ℓ)と表す．同様の操作を繰り返して，各

k = 1, 2, . . . に対して，直径 1/k以下の空でない閉集合 A(n1, . . . , nk), (n1, . . . , nk) ∈ Nk

が存在して，各 (n1, . . . , nk) ∈ Nkに対して，

A(n1, . . . , nk) =
∪
ℓ

A(n1, . . . , nk, ℓ)

と表せる．このとき，(nk)
∞
k=1 ∈ Nに対して，Fk = A(n1, . . . , nk), k = 1, 2, . . . と定義す

ると，Fkは空でない閉集合であり，Fk ⊃ Fk+1となる．Fkの直径は 1/k以下であるから，
任意の点列 xk ∈ Fk に対して，xk は Cauchy列であり，k → ∞のとき，xk → x ∈

∩
ℓ Fℓ

となる．ここで，diam(Fk) ↓ 0であるから，xは点列の選び方によらず一意に決まる．そ
こで，g((nk)

∞
k=1) := xと定義する．gは全射である．

gが連続であることを示そう．(nmk ) → (nk) in NNとする．このとき，任意のKに対し
て，mを十分大きく選べば，(nm1 , . . . , n

m
K) = (n1, . . . , nK)となる．ここで，gの構成より，

xm := g((nmk ))と x := g((nk))はともに A(n1, . . . , nK)に属し，A(n1, . . . , nK)の直径は
1/K以下であるから，d(xm, x) ≤ 1/Kである．よって，d(xm, x) → 0 (m→ ∞)を得る．
Step 2. 定理の結論を示そう．

A0 := {∅} ∪ {B ⊂ S : ∃f : NN → S 連続 s.t. B = f(NN)},
A := {B ⊂ S : B ∈ A0 & Bc ∈ A0}

とおく．S の空でない閉集合と開集合は相対位相に関して Poland空間になるから，A0

に属する．よって，S の開集合は Aに属する．あとは Aが σ-fieldであることを示せば，
A ⊃ B(S)より，定理の結論が従う．S ∈ A, B ∈ A ⇒ Bc ∈ Aは明らかである．そこで，
(
∪
nBn)c =

∩
nB

c
nより，

Bn ∈ A0, n = 1, 2, · · · ⇒
∪
n

Bn,
∩
n

Bn ∈ A0
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を示せばよい．Bn ̸= ∅ (∀n = 1, 2, . . . )と仮定してよい．このとき，各 nに対して連続写
像 fn : NN → Sが存在して，Bn = fn(NN)と表せる．そこで，各 (nk)

∞
k=1 ∈ NNに対して，

f((nk)
∞
k=1) := fn1((nk+1)

∞
k=1)と定義すれば，f(NN) =

∪
nBnであり，(nmk ) → (nk) in NN

に対して，mが十分大きいときnm1 = n1となるから，fは連続である．よって，
∪
nBn ∈ A0

を得る．次に，
∩
nBn ∈ A0 を示す．

∩
nBn ̸= ∅と仮定してよい．F = {(αm)∞m=1 ∈

(NN)N : f1(α
1) = fm(αm) ∀m = 2, 3, . . . }とおくと，F は閉集合の可算積なので閉集合で

あり，
∩
nBn ̸= ∅より F ̸= ∅である．そこで，h : F → S を h((αm)∞m=1) = f1(α

1)と
定義すれば，hは

∩
nBn の上への連続写像である．ここで，(NN)N は直積位相に対して

Poland空間であり，その閉集合 F は相対位相に対してPoland空間になる．よって，Step

1より，上への連続写像 ι : NN → F が存在するが，このとき，ι ◦ hは NNから
∩
nBnの

上への連続写像になる．以上より，
∩
nBn ∈ A0が示された．

Nは Poland空間であるから，NNは Poland空間である．よって，Poland空間の Borel

集合は解析的である．さらに次の定理が成り立つ．

Theorem 38.2. T を Poland空間とし，∅ ̸= A ⊂ T とする．このとき，Aが解析的であ
るためには，NNからAの上への連続写像が存在することが必要十分である．

Proof. 十分性は明らか．必要性を証明しよう．Aが解析集合ならPoland空間SとBorel可
測写像 g : S → T が存在して，A = g(S)と表せる．S×T は直積位相に対してPoland空間
になる．また，T の位相を距離化する距離 eに対して，φ(x, y) = e(y, g(x)), (x, y) ∈ S×T
と定義すれば，(x, y) 7→ yと (x, y) 7→ g(x)は S × T から T への Borel可測写像であり，
T が可分なことから，(x, y) 7→ (y, g(x))は S × T から T × T への Borel可測写像になる．
よって，φは S × T から Rへの Borel可測写像であり，gのグラフは

graph(g) := {(x, g(x)) : x ∈ S} = φ−1({0})

と表せるから，graph(g)は S × T のBorel集合である．よって，Theorem 38.1より，NN

から graph(g)の上への連続写像 hが存在する．π : S × T → T を π(x, y) = yと定義すれ
ば，A = g(S) = π(graph(g)) = (π ◦ h)(NN)となる．ここで，πは連続であるから，π ◦ h
は NNからAの上への連続写像である．

Remark 38.2. Theorem 38.2と Theorem 38.1の証明から次のこともわかる：An, n =

1, 2, . . . を Poland空間 Sの解析集合とすると，
∪
nAn,

∩
nAnも Sの解析集合である．

解析集合は必ずしもBorel可測でない．また，Poland空間Sの解析集合の全体は σ-field

になるとは限らない．なぜなら，A ⊂ Sに対して，AとAcがともに解析集合なら，Aは
Borel可測になるためである．従って，Borel非可測な解析集合の存在から，解析集合の補
集合は解析的とは限らないことがわかる．詳細は，Cohn (2013, Chapter 8)を参照せよ．
解析集合はBorel可測とは限らないが，B(S)上の任意のp.m.に対して，解析集合はB(S)

の完備化に対して可測になる．可測空間 (Ω,F)に対して，A ⊂ Ωがユニバーサルに可測
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(universally measurable, u.m.)であるとは，F 上の任意の p.m. P に対して，AがF の P

に関する完備化に対して可測であることを言う．F の P に関する完備化を FP と書くと
き，その P に関する共通部分

F =
∩

P : p.m. on F
FP

はF を含む σ-fieldである．F をF のユニバーサルな完備化 (universal completion)と呼
ぶ．F は Ωのユバーサルな可測集合の全体である．

Theorem 38.3. Poland空間 Sに対して，A ⊂ Sが解析的なら，A ∈ B(S)である．

まず次の補題を示す．

Lemma 38.2. (Ω,F , P )を確率空間とし，P ∗をP の外測度とする：P ∗(A) = inf{P (B) :

B ∈ F , B ⊃ A}, A ⊂ Ω. このとき，An ⊂ Ω, n = 1, 2, . . . , An ↑ Aに対して，P ∗(An) ↑
P ∗(A).

Proof of Lemma 38.2. P ∗(An)は nに関して非減少である．c = limn P (An) ∈ [0, 1]とお
くと，c ≤ P ∗(A)である．ε > 0を givenとする．このとき，P ∗ の定義より，各 An に
対して，次をみたす Bn ∈ F が存在する：Bn ⊃ An & P (Bn) ≤ P ∗(An) + ε. そこで，
Cn =

∩
m≥nBm とおくと，m ≥ nに対して，An ⊂ Am ⊂ Bm より，An ⊂ Cn ⊂ Bn

であり，Cn ∈ Fnであるから，P (Cn) ≤ P ∗(An) + ε．さらに，Cn ⊂ Cn+1 であるから，
C =

∪
nCn ∈ F とおくと，P (Cn) ↑ P (C)となる．よって，P (C) ≤ c + ε. C は Aを含

む F 可測集合であるから，P ∗(A) ≤ c+ εを得る．

Proof of Theorem 38.3. µをB(S)上の p.m.とし，µ∗と µ∗をその外測度と内測度とする．
Aは解析集合であるから，NNからAの上への連続写像fが存在する．ここで，m1,m2, · · · ∈
Nに対して，

N(m1, . . . ,mk) := {(nj)
∞
j=1 ∈ NN : nj ≤ mj , j = 1, . . . , k}, k = 1, 2, . . .

と定義すると，k = 1に対して，m→ ∞のとき，f(N(m)) ↑ f(NN) = Aとなるから，任
意の ε > 0に対して，m1を十分大きく選べば，

µ∗(f(N(m1))) > µ∗(A) − ε

となる．同様に，m→ ∞のとき，f(N(m1,m)) ↑ f(N(m1))となるから，m2を十分大き
く選べば，

µ∗(f(N(m1,m2))) > µ∗(A) − ε

となる．この操作を繰り返して，次をみたす (mj)
∞
j=1 ∈ NNを得る：各 kに対して，

µ∗(f(N(m1, . . . ,mk))) > µ∗(A) − ε.
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そこで，F =
∩
kN(m1, . . . ,mk) = {(nj)

∞
j=1 : nj ≤ mj ∀j = 1, 2, . . . } とおくと，F

はコンパクト集合 {1, . . . ,mj}の可算直積であるから，F もコンパクトである．よって，
K := f(F )は Sのコンパクト集合である．
Nk = N(m1, . . . ,mk)とおいて，K =

∩
k f(Nk)を示そう．定義より，K ⊂

∩
k f(Nk)は

明らかなので，逆の包含関係を示す．dを Sの位相を距離化する距離とし，x ∈
∩
k f(Nk)

とする．このとき，各 kに対して，d(f((nkj )
∞
j=1), x) ≤ 1/kをみたす (nkj )

∞
j=1 ∈Mが存在す

る．ここで，nkj ≤ mj , j = 1, . . . , kであるから，対角線論法より，{(nkj ) : k = 1, 2, . . . }は
NNにおいて収束する部分列をもつ．この部分列の極限を (nj)とおくと，(nj) ∈

∩
kNk = F

である．一方，f((nj)) = xであるから，
∩
k f(Nk) ⊂ K を得る．

いままでの結果より，

µ
(
f(Nk)

)
≥ µ∗(f(Nk)) > µ∗(A) − ε

であり，f(Nk) ↓ K であるから，

µ(K) ≥ lim
k
µ
(
f(Nk)

)
≥ µ∗(A) − ε

を得る．ここで，K ⊂ Aであるから，µ∗(A) ≥ µ∗(A)−εを得る．以上より，µ∗(A) = µ∗(A)

であるから，A ∈ B(S)µが示された．

Example 38.1. S, TをPoland空間とし，f : S → TをBorel可測とする．このとき，f(S)

はT の解析集合であるから，f(S) ∈ B(T )である．例えば，A,BをRkのBorel集合とする
と，A+B := {x+y : x ∈ A, y ∈ B}はR2kのBorel集合A×Bの写像R2k ∋ (x, y) 7→ x+y

による像であるから，ユニバーサルに可測である．じつは，A+Bは必ずしもBorel可測
にならない．Erdös and Stone (1970)を参照せよ．

演習問題

Exercise 38.1. Lemma 38.1の証明の詳細を埋めよ．

Exercise 38.2. Qは Rの相対位相に対して Poland空間にならないことを示せ．
ヒント：Baireのカテゴリー定理．

空でない集合S, T に対して，A ⊂ S×T のT への射影とは，{y ∈ T : (x, y) ∈ A ∃x ∈ S}
のことである．π : S × T → T を π(x, y) = yと定義すれば，Aの T への射影は π(A)で
ある．

Exercise 38.3. S を Poland空間とし，A ⊂ S とする．このとき，Aが解析集合である
ためには，Aが NN × Sの閉集合の Sへの射影になることが必要十分であることを示せ．
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39 射影定理と可測選択定理

(S,S), (T, T )を可測空間とすると，A ∈ S × T に対して，Aの T への射影Cは T 可測
になるとは限らない．これは，Exercise 38.3とBorel可測でない解析集合の存在からわか
る．Cの可測性に関する定理はまとめて射影定理と呼ばれる．また，Cは可測であるとし
て，(g(y), y) ∈ Cをみたす可測写像 g : C → Sの存在に関する定理はまとめて可測選択定
理と呼ばれる．

Theorem 39.1 (Jankov-von Neumann). S, T を Poland空間とし，A ⊂ S × T を空でな
い解析集合とする．このとき，C := {y ∈ T : (x, y) ∈ A ∃x ∈ S}は解析的である．さらに，
次をみたす写像 g : C → Sが存在する：gはB(T )C/B(S)可測であり，(g(y), y) ∈ A ∀y ∈ C

をみたす 24．

証明に次の補題を使う．

Lemma 39.1. NNに辞書式順序を入れる．すなわち，

(mk)
∞
k=1 < (nk)

∞
k=1 ⇔ ∃ℓ ∈ N s.t. mk = nk ∀k < ℓ & mℓ < nℓ

と定義する．このとき，NNの任意の空でない閉集合は最小元をもつ．

Proof of Lemma 39.1. ∅ ̸= F ⊂ NNを閉集合とする．F の第 1座標の最小値を n1とし，
n1を第 1座標にもつF の元のうち第 2座標の最小値を n2とする．同様の操作を続けると，
(n1, . . . , nk−1)を givenとすると，nk は (n1, . . . , nk−1)を (k − 1)までの座標にもつ F の
元のうち第 k座標の最小値である．このとき，(nj)

∞
j=1は (n1, . . . , nk)を kまでの座標に

もつ F の元の k → ∞のときの極限であるが，F は閉集合であるから，(nj)
∞
j=1 ∈ F であ

り，これが F の最小元を与える．

Proof of Theorem 39.1. π1 : S × T → S, π2 : S × T → T を π1(x, y) = x, π2(x, y) = yと
定義しよう．Aは解析集合であるから，NNからAの上への連続写像 f が存在する．ここ
で，γ := π2 ◦ f は NNから C の上への連続写像であるから，C は解析的である．
次に，各 y ∈ Cに対して，γ−1({y})はNNの閉集合であるから，Lemma 39.1より，そ

の最小元 h(y)が存在する．ここで，hが B(T )C/B(NN)可測であれば，g = π1 ◦ f ◦ hが
求める写像である．
そこで，hの可測性を示そう．各 nに対して，

C(n) = {y ∈ C : γ((mj)
∞
j=1) = y ∃(mj)

∞
j=1 ∈ NN s.t. m1 = n}

とおくと，C(n)は Poland空間 {n} ×NNの連続像なので，C(n)は解析的である．y ∈ C

に対して，h1(y) := min{n : y ∈ C(n)}と定義すると，h1(y) = n⇔ y ∈ C(n)\
∪
j<nC(j)

24B(T )は B(T )のユニバーサルな完備化であり，B(T )C は B(T )の C への制限である：B(T )C = {B∩C :

B ∈ B(T )}
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であるから，h1はB(T )C可測である．これを繰り返して，h1, . . . , hkが与えられたとして，

hk+1(y) := min{n : γ((mj)
∞
j=1) = y ∃(mj)

∞
j=1 ∈ NN

s.t. m1 = h1(y), . . . ,mk = hk(y),mk+1 = n}

と定義すると，hk+1もB(T )C可測である．以上より，h(y) = (h1(y), h2(y), . . . )のB(T )C/

B(NN)の可測性が従う (B(N) = 2N のシリンダー σ-fieldが B(NN)に一致することに注
意)．

Theorem 39.1において，Sと T のいずれかが単に可測空間であっても，類似の結論が
成り立つ．Poland空間に含まれる解析集合に，相対位相に関する Borel σ-fieldを入れた
可測空間を Suslin可測空間と呼ぶ．

Theorem 39.2 (Sainte-Beuve (1974)). (Ω,F)を可測空間，F をF のユニバーサルな完
備化とし，(S,S)を Suslin可測空間とする．このとき，空でない A ∈ S × F に対して，
C := {ω ∈ Ω : (x, ω) ∈ A ∃x ∈ S}はF 可測である．さらに，次をみたす写像H : C → S

が存在する：H は FC/S 可測であり，(H(ω), ω) ∈ A ∀ω ∈ C をみたす．

Theorem 39.2の証明の前に，いくつか応用例を紹介しよう 25．

Example 39.1 (確率過程の supの可測性). (Ω,F)を可測空間とし，(T, T )を Suslin可
測空間とする．X(t, ω), (t, ω) ∈ T × Ωを T によってインデックスされた確率過程とし，
X は T × F 可測とする．このとき，x ∈ Rに対して，{ω : supt∈T X(t, ω) > x} = {ω :

X(t, ω) > x ∃t ∈ T}であるから，supt∈T X(t)は F 可測である．

Example 39.2 (可測なM推定量の存在). (Ω,F)を可測空間とし，(Θ, C)を Suslin可測空
間とする．また，F : Ω×Θ → R∪{+∞}をF×C可測とする．いま，すべてのω ∈ Ωに対し
て，infθ∈Θ F (ω, θ) <∞であり，infを達成する θ ∈ Θが存在すると仮定する．このとき，次
をみたす θ̂ : Ω → Θが存在する：θ̂はF/C可測であり，F (ω, θ̂(ω)) = infθ∈Θ F (ω, θ) ∀ω ∈
Ω. 実際，infθ∈Θ F (ω, θ) は ω の関数として F 可測であるから，G(ω, θ) := F (ω, θ) −
infϑ∈Θ F (ω, ϑ)は (ω, θ)の関数として F × C可測である．いま，仮定より，

{ω : G(ω, θ) = 0 ∃θ ∈ Θ} = Ω

であるから，次をみたす F/C可測写像 θ̂ : Ω → Θが存在する：G(ω, θ̂(ω)) = 0 ∀ω ∈ Ω.

Example 39.3 (到達時刻の可測性). (S,S)を可測空間とし，{Xt : t ∈ R+}を S値確率
過程とする．さらに，(Ω,F , P )を完備とし，{Ft : t ∈ R+}を通常の仮定をみたすフィル
トレーションとする．いま，各 t > 0に対して，写像

[0, t] × Ω ∋ (s, ω) 7→ Xs(ω)

25可測選択定理の数理経済学への応用に関しては，Stinchcomb and White (1992)が参考になる．
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は (B[0,t] × Ft)/S 可測と仮定する (このとき，{Xt}は発展的可測であると言う)．このと
き，任意のA ∈ S に対して，到達時刻

TA = inf{t ∈ R+ : Xt ∈ A}

は停止時刻になる．すなわち，任意の t ∈ R+に対して，{TA ≤ t} ∈ Ftとなる．このことを
証明してみよう．{Ft}は通常の仮定をみたすので，任意の t > 0に対して，{TA < t} ∈ Ft
を示せばよいが，B = {(s, ω) ∈ [0, t] × Ω : Xs(ω) ∈ A}とおくと，

{TA < t} = {Xs ∈ A ∃s ∈ [0, t)} = {ω : (s, ω) ∈ B ∩ ([0, t) × Ω) ∃s ∈ [0, t]}.

ここで，B ∩ ([0, t) × Ω) ∈ B[0,t] × Ftであり，[0, t]は通常の位相に対して Poland空間で
あることと，Ftがすべての P 零集合を含むことから，{TA < t} ∈ Ftを得る．

さて，Theorem 39.2の証明に移ろう．次の補題を使う．

Lemma 39.2. (Ω,F), (S,S)を可測空間とし，g : Ω → SをF/S可測とする．このとき，
E ∈ S に対して，g−1(E) ∈ F となる．

Proof of Lemma 39.2. P を F 上の p.m.とし，µ = P ◦ g−1とおく．このとき，E ∈ Sµ

であるから，次をみたす集合A,B ∈ Sが存在する：A ⊂ E ⊂ B & µ(B \A) = 0. ここで，
g−1(A), g−1(B) ∈ F , g−1(A) ⊂ g−1(E) ⊂ g−1(B), P (g−1(B) \ g−1(A)) = µ(B \ A) = 0

であるから，g−1(E) ∈ FP を得る．

Proof of Theorem 39.2. S は解析集合なので，NN =: T から S の上への連続写像 f が存
在する．このとき，B := {(y, ω) : (f(y), ω) ∈ A}は B(T ) × F 可測であり，C = {ω :

(y, ω) ∈ B ∃y ∈ T}と表せる．さらに，可算個のEn ∈ B(T ), Fn ∈ F , n = 1, 2, . . . が存在
して，B ∈ σ({En × Fn}∞n=1)となる．いま，

g(ω) :=

∞∑
n=1

2 · 1Fn(ω)/3n, X(y, ω) := (y, g(ω)) ∈ T × R

と定義すると 26，B ∈ σ(X)であるから，あるD ∈ B(T ) × Bが存在して，B = {(y, ω) :

(y, g(ω)) ∈ D} と表せる．D は T × R の Borel 集合であるから，Theorem 39.1 より，
π(D) := {z ∈ R : (y, z) ∈ D ∃y ∈ T}はRの解析集合であり，よって，B可測であるから，
Lemma 39.2より，C = g−1(π(D)) ∈ F を得る．同じ定理より，(h(z), z) ∈ D ∀z ∈ π(D)

をみたす Bπ(D)/B(T )可測写像 hが存在する．H := f ◦ h ◦ (g|C)とおくと，U ∈ Sに対し
て，h−1(f−1(U)) ∈ Bであるから，Lemma 39.2より，H−1(U) = g−1(h−1(f−1(U)) ∈ F
を得る．よって，H は FC/S 可測であり，(H(ω), ω) ∈ A ∀ω ∈ C をみたす．

Theorem 39.2において，(S,S)を単に可測空間とすることはできない．例えば，(Ω,F) =

([0, 1],B[0,1])とし，S を [0, 1]の Lebesgue非可測集合とする．このとき，A = {(x, ω) ∈
Ω×S : x = ω}とおくと，(x, ω) 7→ x−ωの連続性より，AはF ×B(S)可測であるが，A
の Ωへの射影は Sであるから，F 可測でない (cf. Exercise 39.1).

26この関数 g はMarczewski関数とも呼ばれる．
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演習問題

Exercise 39.1. Rの Lebesgue可測集合の全体を Lとおいたとき，B ⊊ Lを示せ．

S, T を空でない集合とすると，S から T への集合値関数とは，S の点から T の部分集
合を対応させる関数のことを指す．Sから T への集合値関数 φを φ : S ↠ T と表す．

Exercise 39.2. (Ω,F)を可測集合，(S,S)を Suslin可測空間とし，φ : Ω ↠ Sを集合値
関数とする．また，φのグラフ graph(φ) := {(ω, x) : x ∈ φ(ω)}はF ×S可測とする．こ
のとき，B ∈ S に対して，

φu(B) := {ω : φ(ω) ⊂ B}, φℓ(B) := {ω : φ(ω) ∩B ̸= ∅}

はともにユニバーサルに可測であることを示せ．

Exercise 39.3. (Ω,F)を可測空間とし，(Θ, C)をSuslin可測空間とする．また，φ : Ω ↠ Θ

を graph(φ) ∈ F ×Cなる集合値関数とし，F : Ω×Θ → R∪ {+∞}をF ×C可測とする．
いま，すべての ω ∈ Ωに対して，φ(ω) ̸= ∅ & infθ∈φ(ω) F (ω, θ) <∞であり，inf を達成
する θが存在すると仮定する．このとき，次をみたす F/C可測写像 θ̂ : Ω → Θが存在す
ることを示せ：θ̂(ω) ∈ φ(ω) & F (ω, θ̂(ω)) = infθ∈φ(ω) F (ω, θ) ∀ω ∈ Ω.
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Arzelà-Ascoliの定理, 289

安定分布, 133

安定分布の吸引域, 136

安定分布の指数, 134

一様可積分, 55

一様にタイト, 96, 276

一様に同程度連続, 289

1点分布, 9

Wiener測度, 230

上向き横断不等式, 174

Ulamの定理, 276

Urysohnの部分列原理, 77

a.e., 33

a.e.に定義された可測関数, 34

a.s., 48

a.s.収束, 54

exchangeable, 191

exchangeable σ-field, 191

Edgeworth展開, 120

Etemediの不等式, 294

Lp最大不等式, 178

Lp収束, 54

Lp収束定理, 179

Lpノルム, 37

Hermite多項式, 121

外正則, 279

解析集合, 313

外測度, 10

Ky Fan距離, 282

Gauss過程, 227

可逆測度, 216

Kakutaniの定理, 182

確率過程, 166, 227

確率空間, 48

確率時刻, 253

確率収束, 54, 268

確率測度 (p.m.), 48

確率ベクトル, 48

確率変数 (r.v.), 48

確率密度関数, 50

可算加法性, 9

可算生成, 22

可積分, 32

可測過程, 239

可測空間, 8

可測写像, 24

可測集合, 8

カップリング, 223

カップリング時間, 223
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Applebaum, D. (2009). Lévy Processes and Stochastic Calculus (2nd Edition). Cambridge

University Press.

Azuma, K. (1967). Weighted sums of certain dependent random variables. Tohoku Math.

J. 19 357-367.

Beiglbock, M., Schachermayer, W., and Veliyev, B. (2012). A short proof of the Doob-

Meyer theorem. Stoch. Proc. Appl. 122 1204-1209.
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